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6 Kombinatoryka

Niech A b¦dzie w poni»szych de�nicjach dowolnym zbiorem sko«czonym, |A| = n.

De�nicja 30.Permutacj¡ bez powtórze« tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy ka»dy n-wyrazowy
ci¡g utworzony z elementów tego zbioru (ka»dy element zbioru A wyst¦puje w ci¡gu dokªadnie jeden raz).
Liczba permutacji wyra»ana jest wzorem:

Pn = n!

Mo»na równie» rozwa»y¢ funkcj¦ σ : A→ A, której warto±ci¡ jest pewna permutacja zbioru A.

De�nicja 31. Permutacj¡ z powtórzeniami m-elementow¡ tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy
ka»dy m-wyrazowy ci¡g utworzony z elementów tego zbioru (element ai ze zbioru A wyst¦puje w ci¡gu
dokªadnie mi razy, m = m1 + . . .+mn). Liczba permutacji z powtórzeniami wyra»ana jest wzorem:

Pm1,...,mk
n =

n!

m1! . . .mk!

De�nicja 32. Wariacj¡ k-elementow¡ bez powtórze« tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy ka»dy

ci¡g zawieraj¡cy k elementów i oznaczamy symbolem V k
n . Liczba wariacji bez powtórze« wyra»a si¦

wzorem:
V k
n = nk = n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) (tzw. pot¦ga krocz¡ca)

De�nicja 33. Wariacj¡ k-elementow¡ z powtórzeniami tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy

ka»dy ci¡g zawieraj¡cy k elementów ze zbioru ze zbioru A i oznaczamy symbolem V k
n . Liczba wariacji z

powtórzeniami wyra»a si¦ wzorem:
V k
n = nk

De�nicja 34. Kombinacj¡ k-elementow¡ bez powtórze« tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy

ka»dy podzbiór zawieraj¡cy k elementów i oznaczamy symbolem Ck
n. Liczb¦ kombinacji wyznacza symbol

dwumianowy Newtona:

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

De�nicja 35. Kombinacj¡ k-elementow¡ z powtórzeniami tworzon¡ z elementów tego zbioru nazywamy
ka»dy multizbiór (zbiór zawieraj¡cy niekoniecznie ró»ne elementy) zawieraj¡cy k elementów ze zbioru A

i oznaczamy symbolem Ck
n. Liczb¦ kombinacji wyznacza symbol dwumianowy Newtona:

Ck
n =

(
n+ k − 1

k

)
=

(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!

Schemat wyboru k spo±ród n elementów
Z powtórzeniami Bez powtórze«

Kolejno±¢ istotna (ci¡gi) wariacje z powtórzeniami wariacje bez powtórze«
Kolejno±¢ nieistotna kombinacje z powtórzeniami kombinacje
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Twierdzenie 104. (Reguªa mno»enia) Je±li pewn¡ czynno±¢ wykonuje si¦ w k etapach, przy czym: etap
nr 1 mo»na wykona¢ na n1 sposobów, etap nr 2 mo»na wykona¢ na n2 sposobów, . . . , etap k-ty mo»na
wykona¢ na nk sposobów, to liczba N sposobów, na jaki mo»na wykona¢ t¦ czynno±¢ wynosi:

N = n1 · n2 · . . . · nk

Reguªa mno»enia w odniesieniu do teorii zbiorów: Dla dowolnych zbiorów sko«czonych A1, A2, . . . , Ak

zachodzi równo±¢:
|A1 ×A2 × . . .×Ak| = |A1| · |A1| · . . . · |Ak|

Twierdzenie 105. (Reguªa dodawania) Je±li mo»na wykona¢ k czynno±ci, przy czym pierwsza daje n1
wyników, druga n2 wyników, · · · , k-ta daje nk wyników oraz te wszystkie wyniki s¡ ró»ne, to wykonanie
którejkolwiek z tych czynno±ci daje N wyników:

N = n1 + n2 + . . .+ nk

Reguªa dodawania w odniesieniu do teorii zbiorów: Dla dowolnych sko«czonych parami rozª¡cznych
zbiorów A1, A2, . . . , Ak ( Ai ∩Aj = ∅ dla i 6= j) zachodzi równo±¢:

|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪Ak| = |A1|+ |A2|+ . . .+ |Ak|

Twierdzenie 106. (Wzór wª¡cze« i wyª¡cze«) Dla dowolnych dwóch sko«czonych zbiorów A1, A2 zachodzi
równo±¢:

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|

Dla dowolnych trzech sko«czonych zbiorów A1, A2, A3 zachodzi równo±¢:

|A1 ∪A2 ∪A3| = |A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|

Ogólnie, dla dowolnych sko«czonych zbiorów A1, A2, . . . , Ak zachodzi równo±¢:

|
k⋃

i=1

Ai| =
k∑

i=1

|Ai| −
∑

i,j;i<j

|Ai ∩Aj |+
∑

i,j,k;i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩Ak|

Twierdzenie 109. (Zasada szu�adkowa Dirichleta) Je»eli wªo»ymy m przedmiotów do n szu�ad, gdzie
m > n, to istnieje co najmniej 1 szu�ada z wi¦cej ni» jednym przedmiotem.
Formalnie: Niech A i B b¦d¡ zbiorami sko«czonymi, przy czym |A| > |B|. Wówczas nie istnieje funkcja
ró»nowarto±ciowa f : A→ B na zbiór B.

De�nicja 36. Liczb¡ Bella Bn dla n ∈ N nazywamy liczb¦ mo»liwych podziaªów zbioru n-elementowego.
Liczby Bella speªniaj¡ poni»szy wzór rekurencyjny:

Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk
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