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8 Struktury algebraiczne

Definicja 47. Dzialaniem (wewnetrznym) w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie iloczynu
kartezjanskiego A x A w zbiér A - czyli parze uporzadkowanej (a,b) € A x A przyporzadkowany zostaje
doktadnie 1 element ze zbioru A.

Definicja 48. Grupa nazywamy pare (G,-), sktadajaca sie ze zbioru G oraz dzialania - spelniajacego
warunki:

1. lacznos¢ v (a-b)-c=a-(b-c)
a,b,ceG

2. istnienie elementu neutralnegoe: V a-e=e-a=a
acG

3. istnienie elementéw odwrotnych: v 3 a-a'=al-a=e
acGa-1leG

Definicja 49. Grupe nazywamy abelowa (przemienna), jesli dzialanie - jest przemienne:

YV a-b=b-a
a,b,ceG

Uwaga Symbol ”” nie musi oznacza¢ mnozenia liczb, moze to by¢ dowolnie zdefiniowane dzialanie (jest
to tzw. notacja multiplikatywna). Dla uproszczenia zapisu symbol dziatania zwykle sie pomija i zapisuje
ab zamiast a - b. Spotykana jest tez notacja addytywna - dzialanie grupowe oznaczane jest symbolem +,
i zamiast méwi¢ o elementach odwrotnych do elementu a méwi sie o elementach przeciwnych —a.

Definicja 50. Niech (G, -) bedzie grupa. Jesli zbior G jest skoriczony, to liczbe jego elementoéw nazywamy
rzedem grupy i oznaczamy rz G lub krotko |G|. Jesli zbior G jest nieskoriczony, to grupa ma rzad
nieskoriczony i piszemy |G| = co.

Definicja 51. Niech (G, -) bedzie grupa. Niepusty podzbior H zbioru G nazywamy podgrupa grupy G,
jezeli spetniony jest warunek:
Vv ab'eH
a,be H
Fakt bycia podgrupa zapisuje sie nastepujaco: H < G.
Uwaga Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a, jesli grupa G jest skoriczona, to rzad podgrupy jest dziel-
nikiem rzedu grupy.

Definicja 52. Niech G; i G5 beda grupami. Homomorfizmem grupy G; w grupe G, nazywamy odw-
zorowanie ¢ : G; — Ga, spelniajace warunek:

Y ¢(ab) = ¢(a)¢(b)

a,b€G
Definicja 53. Niech ¢ bedzie homomorfizmem grup (pierscieni, cial). ¢ nazywamy:
1. monomorfizem, gdy jest odwzorowaniem réznowartosciowym,
2. epimorfizmem, gdy jest odwzorowaniem "na”,

3. izomorfizmem, gdy jest bijektywny (jednocze$nie monomorfizm i epimorfizm),



4. endomorfizmem, gdy dziata ze struktury A (np. grupy) do tej samej struktury,
5. automorfizmem, gdy jest jednocze$nie endomorfizmem i izomorfizmem.

Definicja 54. Jadrem homomorfizmu grup (pierscieni, cial) ¢ : G; — G2 nazywamy zbior:

ker  ={g € G1: ¢(g) = eq, }

gdzie eq, oznacza element neturalny grupy Gb.

Definicja 55. Obrazem homomorfizmu grup (pierscieni, cial) ¢ : G; — G2 nazywamy zbior:

im ¢ =¢(G1) ={heGa: 3 ¢(g) =h}
9g€Gy

Definicja 56. Mowimy, ze grupy (pierScienie, ciala) G; i G2 sa izomorficzne jezeli istnieje izomorfizm
miedzy nimi. Oznaczamy to w ponizszy sposob:

G1 = Go

Uwaga Izomorfizm miedzy grupami (pier§cieniami, cialami) zachowuje wtasnosci struktury np. odwrot-
nosci elementéw.

Twierdzenie 119. Niech G i G sa grupami (pierscieniami, cialami) oraz ¢ : G; — G5 homomorfizmem
grup (pierScieni, cial). ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {e} i im ¢ = Ga.

Definicja 57. Niech G bedzie dowolng grupa i niech ¢ € G. Potege elementu a o wyktadniku k& € Z
okreslamy wzorem:

g-...-g, (k czynnikéw), gdy k& > 0
g"=<e gdy k=0
g t-... g7, (k| czynnikow), gdy k < 0

Dla tak okreslonych poteg oraz k,l € Z zachodza réwnosci:
1. a* - al = aFt!
2. (a*)! = oM
3. Jedli ab = ba, to (ab)k = a* - b¥

Twierdzenie 120. Dla kazdego a € G zbiér (a) := {a* € G : k € Z} jest podgrupa grupy G.

Definicja 58. Podgrupe (a) nazywamy podgrupa generowana przez element a. Jezeli istnieje element
a € G, taki ze G = (a) to G nazywamy grupa cykliczna, a nazywamy wtedy generatorem.

Definicja 59. Niech a € G. Jezeli istnieje liczba naturalna k, taka ze a® = e, to najmniejsza sposrod
takich liczb nazywamy rzedem elementu «a i oznaczamy rz(a) lub rz a. Jezeli taka liczba nie istnieje,
to méwimy ze element a ma rzad nieskoniczony, co oznaczamy rz a = co.
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