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8 Struktury algebraiczne

De�nicja 47. Dziaªaniem (wewn¦trznym) w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie iloczynu
kartezja«skiego A×A w zbiór A - czyli parze uporz¡dkowanej (a, b) ∈ A×A przyporz¡dkowany zostaje
dokªadnie 1 element ze zbioru A.

De�nicja 48. Grup¡ nazywamy par¦ (G, ·), skªadaj¡c¡ si¦ ze zbioru G oraz dziaªania · speªniaj¡cego
warunki:

1. ª¡czno±¢ ∀
a,b,c∈G

(a · b) · c = a · (b · c)

2. istnienie elementu neutralnego e: ∀
a∈G

a · e = e · a = a

3. istnienie elementów odwrotnych: ∀
a∈G

∃
a−1∈G

a · a−1 = a−1 · a = e

De�nicja 49. Grup¦ nazywamy abelow¡ (przemienn¡), je±li dziaªanie · jest przemienne:

∀
a,b,c∈G

a · b = b · a

Uwaga Symbol � ·� nie musi oznacza¢ mno»enia liczb, mo»e to by¢ dowolnie zde�niowane dziaªanie (jest
to tzw. notacja multiplikatywna). Dla uproszczenia zapisu symbol dziaªania zwykle si¦ pomija i zapisuje
ab zamiast a · b. Spotykana jest te» notacja addytywna - dziaªanie grupowe oznaczane jest symbolem +,
i zamiast mówi¢ o elementach odwrotnych do elementu a mówi si¦ o elementach przeciwnych −a.

De�nicja 50. Niech (G, ·) b¦dzie grup¡. Je±li zbiór G jest sko«czony, to liczb¦ jego elementów nazywamy
rz¦dem grupy i oznaczamy rz G lub krótko |G|. Je±li zbiór G jest niesko«czony, to grupa ma rz¡d
niesko«czony i piszemy |G| = ∞.

De�nicja 51. Niech (G, ·) b¦dzie grup¡. Niepusty podzbiór H zbioru G nazywamy podgrup¡ grupy G,
je»eli speªniony jest warunek:

∀
a,b∈H

ab−1 ∈ H

Fakt bycia podgrup¡ zapisuje si¦ nast¦puj¡co: H < G.
Uwaga Zgodnie z twierdzeniem Lagrange'a, jesli grupa G jest sko«czona, to rz¡d podgrupy jest dziel-
nikiem rz¦du grupy.

De�nicja 52. Niech G1 i G2 b¦d¡ grupami. Homomor�zmem grupy G1 w grup¦ G2 nazywamy odw-
zorowanie ϕ : G1 → G2, speªniaj¡ce warunek:

∀
a,b∈G1

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

De�nicja 53. Niech ϕ b¦dzie homomor�zmem grup (pier±cieni, ciaª). ϕ nazywamy:

1. monomor�zem, gdy jest odwzorowaniem ró»nowarto±ciowym,

2. epimor�zmem, gdy jest odwzorowaniem �na�,

3. izomor�zmem, gdy jest bijektywny (jednocze±nie monomor�zm i epimor�zm),
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4. endomor�zmem, gdy dziaªa ze struktury A (np. grupy) do tej samej struktury,

5. automor�zmem, gdy jest jednocze±nie endomor�zmem i izomor�zmem.

De�nicja 54. J¡drem homomor�zmu grup (pier±cieni, ciaª) ϕ : G1 → G2 nazywamy zbiór:

ker ϕ = {g ∈ G1 : ϕ(g) = eG2
}

gdzie eG2
oznacza element neturalny grupy G2.

De�nicja 55. Obrazem homomor�zmu grup (pier±cieni, ciaª) ϕ : G1 → G2 nazywamy zbiór:

im ϕ = ϕ(G1) = {h ∈ G2 : ∃
g∈G1

ϕ(g) = h}

De�nicja 56. Mówimy, »e grupy (pier±cienie, ciaªa) G1 i G2 s¡ izomor�czne je»eli istnieje izomor�zm
mi¦dzy nimi. Oznaczamy to w poni»szy sposób:

G1
∼= G2

Uwaga Izomor�zm mi¦dzy grupami (pier±cieniami, ciaªami) zachowuje wªasno±ci struktury np. odwrot-
no±ci elementów.

Twierdzenie 119. Niech G1 i G2 s¡ grupami (pier±cieniami, ciaªami) oraz ϕ : G1 → G2 homomor�zmem
grup (pier±cieni, ciaª). ϕ jest izomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ϕ = {e} i im ϕ = G2.

De�nicja 57. Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡ i niech g ∈ G. Pot¦g¦ elementu a o wykªadniku k ∈ Z
okre±lamy wzorem:

gk =


g · . . . · g, (k czynników), gdy k > 0

e, gdy k = 0

g−1 · . . . · g−1, (|k| czynników), gdy k < 0

Dla tak okre±lonych pot¦g oraz k, l ∈ Z zachodz¡ równo±ci:

1. ak · al = ak+l

2. (ak)l = akl

3. Je±li ab = ba, to (ab)k = ak · bk

Twierdzenie 120. Dla ka»dego a ∈ G zbiór ⟨a⟩ := {ak ∈ G : k ∈ Z} jest podgrup¡ grupy G.

De�nicja 58. Podgrup¦ ⟨a⟩ nazywamy podgrup¡ generowan¡ przez element a. Je»eli istnieje element
a ∈ G, taki »e G = ⟨a⟩ to G nazywamy grup¡ cykliczn¡, a nazywamy wtedy generatorem.

De�nicja 59. Niech a ∈ G. Je»eli istnieje liczba naturalna k, taka »e ak = e, to najmniejsz¡ spo±ród
takich liczb nazywamy rz¦dem elementu a i oznaczamy rz(a) lub rz a. Je»eli taka liczba nie istnieje,
to mówimy »e element a ma rz¡d niesko«czony, co oznaczamy rz a = ∞.
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