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7 Teoria liczb

De�nicja 37. Liczb¦ naturaln¡ p nazywamy pierwsz¡, je»eli posiada dokªadne dwa dzielniki naturalne:
1 oraz p. Zbiór wszystkich liczb pierwszych oznaczany jest symbolem P (P = {2, 3, 5, 7, 11, . . .}).

De�nicja 38. Liczb¦ naturaln¡ n > 1 nazywamy zªo»on¡, je»eli posiada wi¦cej ni» 2 dzielniki naturalne.

De�nicja 39. Mówimy, »e liczba caªkowita m dzieli liczb¦ caªkowit¡ a, je»eli istnieje taka liczba caªkowita
n, »e m · n = a. Je»eli m 6= 0, liczb¦ t¡ nazywamy dzielnikiem lub wielokrotno±ci¡ a.

Twierdzenie 110. (Podstawowe wªasno±ci podzielno±ci) Niech a,m, n ∈ Z oraz m 6= 0. Wówczas:

1. Je»eli m|a i a|b, to m|b (przechodnio±¢)

2. a|a

3. Je»eli m|b i b ∈ Z, to m|ab

4. Je»eli a|b oraz b 6= 0, to |a| ≤ |b|

5. Je»eli a|b i b|a to b = a lub b = −a.

6. Je»eli m|a i m|b to m|a± b

7. Je»eli p ∈ P dzieli iloczyn ab, to p|a ∨ p|b

8. Je»eli p ∈ P dzieli iloczyn a1 · . . . · an, to p dzieli przynajmniej jedn¡ z liczb a1, . . . an

Twierdzenie 111. (O dzieleniu z reszt¡) Niech a, b ∈ Z oraz b 6= 0. Istniej¡ wówczas liczby caªkowite q, r
takie »e:

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|

Przy tym b dzieli a wtedy i tylko wtedy gdy r = 0.

De�nicja 40. Najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem (NWD) liczb caªkowitych a i b nazywamy na-
jwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ d, tak¡ »e d|a i d|b. U»ywamy oznaczenia d = NWD(a, b) lub krótko d = (a, b).

Twierdzenie 112. (Podstawowe wªasno±ci NWD) Niech a, b ∈ Z, a 6= 0 ∨ b 6= 0. Wówczas:

1. NWD(a, b) = a⇔ b|a

2. NWD(a, a+ 1) = 1

3. NWD(a, 0) = |a| (a 6= 0)

4. Je»eli m = nq + r, to NWD(m,n) = NWD(n, r) (algorytm Euklidesa)

5. Je»eli NWD(an, bn) = dn, to NWD(a, b) = d

6. Je»eli d = NWD(a, b) to istniej¡ α, β takie, »e αa+ βb = d (NWD(a, b) jest kombinacj¡ liniow¡ a
i b).
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De�nicja 41. Liczby caªkowite a i b nazywamy wzgl¦dnie pierwszymi, je»eli NWD(a, b) = 1.

Twierdzenie 113. (Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki) Ka»da liczba naturalna n > 1 da si¦ przedstawi¢
jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ co do kolejno±ci czynników) w postaci:

n = p1p2 . . . pk

gdzie k ≥ 1, a p1, . . . , pk s¡ liczbami pierwszymi.
Wniosek Ka»da liczba naturalna n > 1 da si¦ przedstawi¢ jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ co do kolejno±ci
czynników) w postaci iloczynu n = pα1

1 . . . pαk

k , gdzie k ≥ 1, a p1, . . . , pk s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi
(tzw. rozkªad kanoniczy).

De�nicja 42. Niech n ∈ N. Funkcja Eulera ϕ(n) okre±la, ile jest liczb naturalnych nie wi¦kszych od n i
wzgl¦dnie pierwszych z n:

ϕ(n) = |{a ∈ N : a ≤ n ∧NWD(a, n) = 1}|

Przymuje si¦, »e ϕ(1) = 1.

Twierdzenie 114. (Wªasno±ci funkcji Eulera) Niech p, q ∈ P Wówczas:

1. ϕ(pa) = pa−1(p− 1)

2. ϕ(p) = p− 1

3. ϕ(p · q) = (p− 1) · (q − 1)

Dodatkowo, je»eli p1, p2, . . . , pk s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze, to funkcja jest multiplikatywna:

ϕ(p1 · p2 · . . . · pk) = ϕ(p1) · ϕ(p2) · . . . · ϕ(pn)

De�nicja 43. Mówimy, »e liczby caªkowite a oraz b przystaj¡ (inaczej: s¡ kongruentne) modulo liczba n,
je»eli n|a− b (je»eli daj¡ t¡ sam¡ reszt¦ z dzielenia przez n. Zapisujemy to krótko:

a ≡ b (mod n) lub a ≡ b < n >

Twierdzenie 115. (Wªasno±ci kongruencji) Niech a, b, c ∈ Z, k, n ∈ N. Wówczas:

1. (a ≡ b (mod n) ∧ b ≡ c (mod n))⇒ a ≡ c (mod n)

2. (a ≡ b (mod n) ∧ c ≡ d (mod n))⇒ a± c ≡ b± d (mod n)

3. (a ≡ b (mod n) ∧ c ≡ d (mod n))⇒ ac ≡ bd (mod n)

4. (a+ b ≡ c (mod n))⇔ a ≡ c− b (mod n)

5. a± kn ≡ a (mod n)

6. a ≡ b (mod n)⇒ ak ≡ bk (mod n)

7. a ≡ b (mod n)⇒ ak ≡ bk (mod nk)

8. (a ≡ b (mod n) ∧ a = a1d ∧ b = b1d ∧ n = n1d)⇒ a1 ≡ b1 (mod n)

9. (a ≡ b (mod n1)∧a ≡ b (mod n2)∧ . . .∧a ≡ b (mod nk))⇒ a ≡ b (mod n), gdzie n = n1n2 . . . nk

De�nicja 44. Rozwa»my zbiór reszt z dzielenia przez n i oznaczmy go jako Zn = {0, . . . , n − 1}. Niech
a ∈ Zn. Elementem przeciwnym do a nazywamy −a ∈ Zn, taki »e a+(−a) ≡ 0 (mod n). De�niujemy
równie» element odwrotny do a (o ile istnieje), oznaczany jako a−1, taki »e a · a−1 ≡ 1 (mod n).
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Algorytm rozwi¡zywania kongruencji w postaci ax ≡ b (mod n)

1. Obliczy¢ d = NWD(a, n)

2. Je»eli:

(a) d = 1 to równanie ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie. Mo»na je wyznaczy¢ mno»¡c kongruencj¦
przez a−1.

(b) d > 1∧ ∼ d|b to równanie nie ma rozwi¡za«.

(c) d > 1 ∧ d|b to równanie ma dokªadnie d rozwi¡za« rozwi¡za«, które wyznacza si¦ z u»yciem
wzoru:

xk+1 ≡ (n1k + α) (mod n)

gdzie k = 0, 1, . . . , d − 1, a α jest rozwi¡zaniem równania a1x ≡ b1 (mod n1), gdzie n = n
d ,

a1 = a
d , b1 = b

d

Twierdzenie 116. (Chi«skie Twierdzenie o resztach) Je»eli liczby caªkowite n1, . . . , nk s¡ parami wzgl¦dnie
pierwsze, to ukªad równa«: 

x ≡ a1 (mod n1)

x ≡ a2 (mod n2)

. . .

x ≡ ak (mod nk)

ma jednoznaczne rozwi¡zanie w zbiorze Zn, gdzie n = n1 · . . . · nk.
Do wyznaczenia rozwi¡zania sªu»y algorytm Gaussa:

x ≡
k∑
i=1

ai ·Ni ·Mi (mod n)

gdzie Ni =
n
ni
, Mi = N−1

i (mod ni)

Twierdzenie 117. (Eulera) Niech a ∈ Z, n ∈ N oraz a i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze (NWD(a,n) = 1).
Wówczas:

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

Wniosek Je»eli NWD(a, n) = 1 i r ≡ s (mod ϕ(n)) to:

ar ≡ as (mod n)

Twierdzenie 118. (Maªe Twierdzenie Fermata) Niech a ∈ Z, p ∈ P oraz a i p s¡ wzgl¦dnie pierwsze
(NWD(a,p) = 1). Wówczas:

ap−1 ≡ 1 (mod p)

Wniosek 1. ap ≡ a (mod p)
Wniosek 2. n ≡ m (mod p− 1)⇒ an ≡ am (mod p)
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