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2 Dowodzenie

ZASTOSOWANIE: Dowodzenie poprawno±ci algorytmów.

1. Dla x, y ∈ Z udowodni¢ zdania:

(a) Je»eli x+ y jest parzysta, to x oraz y maj¡ t¡ sam¡ parzysto±¢.

(b) Je»eli x2 jest parzysta, to x jest parzysta.

2. Wykaza¢ niewymierno±¢ nast¦puj¡cych liczb:

(a)
√
2,

(b)
√
3,

(c)
√
5,

(d) 3
√
7.

3. Udowodni¢ twierdzenie o jednoznaczno±ci granicy ci¡gu liczb rzeczywistych (wskazówka: odwoªa¢
si¦ do de�nicji granicy).

4. Zbada¢ prawdziwo±¢ zda«:

(a) x ∈ Q, y 6∈ Q⇒ x+ y 6∈ Q
(b) x ∈ Q, y 6∈ Q⇒ x · y 6∈ Q (dla x 6= 0)

(c) x, y 6∈ Q⇒ x+ y 6∈ Q
(d) x, y 6∈ Q⇒ x · y 6∈ Q
(e) x, y ∈ Q⇒ x+ y ∈ Q
(f) x, y ∈ Q⇒ x · y ∈ Q

5. Pokaza¢, »e zachodzi:
ex + e−x = 2⇔ x = 0

6. Udowodni¢ nierówno±¢ mediantu dla dowolnych a, b, c, d ∈ N:

a

c
<

a+ b

c+ d
<

b

d
.

7. Udowodni¢ nierówno±¢ trójk¡ta dla funkcji cz¦±¢ caªkowita:

[x+ y] ≥ [x] + [y].

8. Udowodni¢, »e je»eli [x] = [y], to |x− y| < 1.

9. Udowodni¢ nierówno±¢ trójk¡ta dla liczb rzeczywistych x, y:

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

10. Pokaza¢, »e L1 speªnia wszystkie aksjomaty normy.

11. Wykaza¢, »e L0 nie jest norm¡.
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12. Wykaza¢, »e 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2 dla dowolnego n ∈ N.

13. Wykaza¢, »e 1 + 2 + 4 + . . .+ 2n = 2n+1 − 1 dla dowolnego n ∈ N.

14. Wykaza¢, »e 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 dla dowolnego n ∈ N.

15. Wykaza¢, »e 13 + 23 + . . .+ n3 = (1+ 2+ . . .+ n)2 dla dowolnego n ∈ N. Wskazówka: skorzysta¢ z
zadania ??.

16. Wykaza¢, »e 2n > n dla n ∈ N.

17. Wykaza¢, »e 2n > n2 dla n ∈ N, n ≥ 5.

18. Wykaza¢, »e 3n > n · 2n dla n ∈ N, n ≥ 3.

19. Udowodni¢ nierówno±¢ Bernoulliego dla liczby rzeczywistej a > −1 i n ∈ N:

(1 + a)n ≥ 1 + na

20. Wykaza¢, »e n! ≥ 2n dla n ≥ 4.

21. Wykaza¢, »e 2|n2 + n dla n ∈ N.

22. Wykaza¢, »e 6|n3 + 5n dla n ∈ N.

23. Wykaza¢, »e dla n naturalnego parzystego liczba w postaci n3 + 20n jest podzielna przez 48.

24. Wykaza¢, »e 6|13n − 7 dla n ∈ N.

25. Wykaza¢, »e 9|4n + 6n− 10 dla n ∈ N.
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