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5 Funkcje

ZASTOSOWANIE: Zagadnienie odwracalno±ci funkcji.

1. ? Zbada¢, czy podane relacje s¡ funkcjami:

(a) ρ ⊆ (R+)2, xρy ⇔ x2 = y2. Uwaga: R = R+ ∪ R− ∪ {0}.
(b) ρ ⊆ N× Z, ρ = {(x, y) : x3 = y2}
(c) ρ = {(x, x2) : x ∈ Z}
(d) ρ ⊆ R2, ρ = {(x, y) : x = y2}
(e) ρ ⊆ C2, xρy ⇔ Im x = Re y

2. Dana jest funkcja f : R → R oraz zbiór A ⊆ R. Wyznaczy¢ f→(A) (obraz zbioru A wzgl¦dem
przeksztaªcenia f):

(a) f(x) = 4x+ 12, A = {1, 3, 5}
(b) f(x) = 5x+ 1, A = (−2, 1)
(c) f(x) = |x− 2|, A = [1, 6)

(d) f(x) = 8, A = [1, 6)

(e)

{
x− 3 dla x < 1

x+ 2 dla x ≥ 1
A = [0, 5]

3. Wyznaczy¢ obraz zbioru A = {5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 15} w przeksztaªceniu f : N → N okre±lonym
poni»ej:

(a) f(x) jest najwi¦ksz¡ liczb¡ parzyst¡ mniejsz¡ lub równ¡ x,

(b) f(x) jest najwi¦ksz¡ liczb¡ nieparzyst¡ spo±ród dzielników liczby x.

4. Wyznaczy¢ f←(B) (przeciwobraz zbioru B) wzgl¦dem przeksztaªcenia f : R→ R.

(a) f(x) = 3x+ 2, B = {5, 11, 14}
(b) f(x) = |x|, B = {0, 2, 8}
(c) f(x) = 1− x2, B = [−3, 0]
(d) f(x) = 8, A = [4, 9)

(e) f(x) = 8, A = [4, 7)

(f)

{
1
x2 dla 6= a0

−4 dla x = 0
A = (−1, 1)

5. Niech f : R→ R b¦dzie okre±lone wzorem f(x) = x2 − 5x+ 6. Znale¹¢:

(a) f→([0, 2])

(b) f→({0, 4})
(c) f→([−2, 6])
(d) f←((−∞, 0])
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(e) f←((−∞,−3])
(f) f←({0, 25})

6. Niech f : R→ R b¦dzie okre±lone wzorem f(x) = sin(x) + 1 Znale¹¢:

(a) f→({0, π})
(b) f→({π2 ,

π
4 ,

π
6 })

(c) f→([0, 3π2 ])

(d) f←(( 12 ,∞))

(e) f←((−∞, 1))
(f) f←({0})

7. Niech a 6= b, za± X = {a, b, {a, b}}, Y = {a, b}. Niech f : X → Y b¦dzie odwzorowaniem okre±lonym
wzorami f(a) = f(b) = a, f({a, b}) = b. Znale¹¢ f→({a, b}).

8. Udowodni¢, »e:

(a) f→(A ∩B) ⊂ (f→(A) ∩ f→(B))

(b) (f→(A) \ f→(B)) ⊂ f→(A \B)

(c) A ⊂ f←(f→(A))

9. ? Niech A = {1, 2, 5, 7}, B = {3, 4, 6, 8}. Które relacje ρ ⊂ A×B s¡ funkcjami?

(a) ρ = {(7, 4), (2, 3), (1, 4), (5, 6)}
(b) ρ = {(2, 4), (5, 8), (1, 3), (7, 6)}
(c) ρ = {(2, 3), (5, 6), (7, 4)}
(d) ρ = {(7, 3), (1, 4), (5, 3), (1, 8), (2, 6)}

Które z funkcji s¡ injekcjami (ró»nowarto±ciowe), a które surjekcjami ("na")?

10. Zbada¢, czy przeksztaªcenie f : R→ R jest injekcj¡ lub surjekcj¡. Je±li f nie jest injekcj¡, wskaza¢
x1 i x2 takie, »e x1 6= x2, ale f(x1) = f(x2). Je±li f nie jest surjekcj¡, znale¹¢ f→(R).

(a) f(x) = x2

(b) f(x) = x3

(c) f(x) = x3 − x2

(d) f(x) = [x]

(e) f(x) = {x}
(f) f(x) = 2x

(g) f(x) = 2x + x

(h) f(x) = x · 2x−1

(i) f(x) = sin x

(j) f(x) = x4 − 5x2 + 4

(k) f(x) = 2x
x2+1

11. Czy funkcja f : N→ R jest bijekcj¡?

f(x) =

{
(−1)n dla n nieparzystych
1
n dla n parzystych

12. Niech f : N→ N b¦dzie okre±lone wzorem f(n) = n2+1. Czy f jest przeksztaªceniem ró»nowarto±-
ciowym? Czy f jest przeksztaªceniem "na"?

13. Niech f : N2 → N b¦dzie odwzrowaniem okre±lonym wzorem (1) f((n, k)) = nk, (2) f((n, k)) =
n+ k + 1.

(a) Czy f jest odwzorowaniem "na"?
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(b) Wyznaczy¢ f→(N× {2})
(c) Wyznaczy¢ f←({0})
(d) Wyznaczy¢ f←({2n : n ∈ N})

14. Dla jakich warto±ci parametrów rzeczywistych a, b funkcja f odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie
przedziaª (1, 2) na:

(a) (0, 2), je±li f(x) = ax+ b

(b) (1, 3), je±li f(x) = x2 + ax+ b

(c) (4, 5), je±li f(x) = ax2 + 3x+ b

(d) (−2, 0), je±li f(x) = ax2 + bx+ 1

15. Niech A = {a1, a2}, B = {b1, b2, b3}. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje fi : A→ B i gi : B → A.
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