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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Podziat metod

Metody o motywacji:

@ geometrycznej (m.in. algorytm SVM?)

@ probabilistycznej — czyli opartej na rachunku
prawdopodobienstwa (m.in. naiwny klasyfikator bayesa)

© mieszanej (m.in. drzewa decyzyjne CART, regresja
logistyczna).

?ang. Support Vector Machines
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Prawdopodobienstwo warunkowe

We wszystkich podejsciach probabilistycznych elementarna role
odgrywaja prawdopodobienstwa warunkowe.

W ramach krétkiego przypomnienia rozpoczynamy od oméwienia
tego pojecia oraz kilku innych z nim powigzanych. Poczatkowo
bedziemy moéwili o zdarzeniach losowych, stopniowo przechodzac do
kontekstu zmiennych losowych i zbioréw danych.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A i B oznaczaja podzbiory pewnej przestrzeni zdarzen €, tj.:
A, B C Q. Prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia A, pod
warunkiem ze zaszto zdarzenie B, oblicza sie nastepujacym wzorem:

P(AN B)

P(A’B) = W,

(1)
gdzie P(B) > 0.

Innymi stowy, wéréd zdarzen elementarnych wspierajacych zdarzenie
B patrzymy, jak czesto zachodzi takze zdarzenie A, a zatem
prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B) to iloraz miary przeciecia
tych zdarzen — AN B (lub inaczej ich czesci wspélnej) w stosunku
do miary zdarzenia B.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Interpretacja

W kontekscie uczenia maszynowego lub eksploracji danych,
mozemy pytac np. o

@ prawdopodobiefstwo wystapienia pewnej choroby pod
warunkiem ustalonej pfci (lub odwrotnie)

@ prawdopodobienstwo, ze grzyb jest trujacy pod warunkiem
cechy blaszkowatos¢.

Zaréwno przed jak i za kreska warunkowania mozemy rozpatrywac
koniunkcje pewnych zdarzen (co bedzie oznaczane symbolem N lub
krécej przecinkiem). Warto nadmieni¢, ze wspomaniane
prawdopodobienstwa s3 zwykle utozsamiane

z odpowiednimi czestosciami odczytywanymi z tabelki z danymi,
ktére badamy.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Przeksztatcenia

W niektérych zadaniach lub wyprowadzeniach przydatne moga by¢
dodatkowo ponizsze przeksztatcenia manipulujace wzorem na
prawdopodobienstwo warunkowe:

@ przenoszenie zdarzenia B za kreske warunkowania —

P(A, B|C) = P(ﬁ’(’i’)c) = P(Q(B;’).CL.(;(?)C) = P(A|B, C)P(B|C).
(2)

@ przenoszenie zdarzenia B przed kreske warunkowania —

_ P(A,B, C) _ P(A,B7 C)~P(C) _ P(A,B‘C)
PIAIB.C) =6y = PB.C) P(C) ~ PEBIC) " O
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Niezalezno$¢ zdarzen

W ramach rachunku prawdopodobienstwa istnieje pojecie
niezaleznosci zdarzen (definicja przedstawiona ponizej). Pojecie
to niesie wazne konsekwencje dla uczenia maszynowego w
ogolnosci, a w szczegdlnosci dla klasyfikacji bayesowskiej.

Definition (niezaleznos$¢ zdarzen)

Mowimy, ze zdarzenia A i B s3 niezalezne (piszemy A L B), wtedy
i tylko wtedy, gdy prawdopodobienstwo ich iloczynu (wspdlnego
wystapienia) jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw:

P(ANB) = P(A)- P(B). (4)
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Niezalezno$¢ zdarzen

Jezeli A L B, to mozemy oczekiwa¢, ze w odpowiednio duzej
populacji zdarzenie A bedzie pojawiato sie z takg sama czestoscia w
catej populacji jak i warunkowo w zdarzeniu B, oraz odwrotnie —
B w przyblizeniu tak samo czesto w catej populacji, jak i w A.
Nalezy takze zwréci¢ uwage, ze jezeli A L B, to:

P(ANnB) P(A)-P(B)

PAIB) = 5 = pgy = PA )

Innymi stowy warunek méwiacy o tym, ze zaszto zdarzenie B nie
wnosi dodatkowej informacji, ktéra pomagataby we wnioskowaniu o
prawdopodobienstwie zajscia zdarzenia A.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Zmienne losowe

Przejdzmy na chwile do ogélniejszego kontekstu zmiennych
losowych (zamiast zdarzen). Rozwazmy dla przyktadu zmienne
losowe: wzrost czfowieka (H) o dyskretnych wartosciach {m,$,d}
odpowiednio o znaczeniu maty, sredni, duzy, oraz kolor oczu (C) o
wartosciach {z,n, b, s} reprezentujacych popularne kolory (zielony,
niebieski, brazowy, szary).
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Niezaleznos¢ zmiennych losowych

Aby rozpatrywane zmienne te byty niezalezne, wzér (4) musiatby
zachodzi¢ dla wszystkich mozliwych podstawien par wartosci do
tych zmiennych, tj.:

Vhefms,d}Veefznbsy P(H=hNC=c)=P(H=h)-P(C=c).

(6)
Rozstrzygniecie, czy dla rozpatrywanego przyktadu powyzszy zapis
jest prawdziwy, wymagatoby dokfadniejszego sprawdzenia. Niemniej
warto sobie uswiadomi¢, ze mozna z tatwoscia wskazaé wiele
przyktadéw zmiennych, ktére nie sg niezalezne. Przykfady: pte¢ i
wzrost czfowieka (mezczyzni s3 statystycznie wyzsi od kobiet),
wzrost i waga cztowieka (ludzie wyzsi sa statystycznie ciezsi), cena
paliwa i koszt pewnej ustugi transportowej, itd.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Prawdopodobienstwo catkowite

Dla kazdego rozbicia przestrzeni zdarzern Q2 na roztaczne podzbiory
By, B, ..., B, (kazdy o dodatniej mierze prawdopodobienstwa), tj:

prawdopodobieristwo catkowite dowolnego zdarzenia A mozemy oblicza¢
wg wzoru:

P(A) = P(A|B1)P(Bi1) + P(A|B2)P(Bz) + - - - + P(A|B,)P(B,)

n
= E P(A|B;)P(B;). (7)
—




Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Zadania

Pomoga one zrozumie¢ wyprowadzenie naiwnego klasyfikatora
bayesowskiego.

@ Trzy fabryki produkuja zaréwki. Prawdopodobiefistwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze wyprodukowana zaréwka
bedzie $wiecita dtuzej niz 5 lat, wynosza dla tych fabryk
odpowiednio: 0.9, 0.8, 0.7. Prawdopodobienstwa napotkania
na rynku zaréwek z poszczegélnych fabryk wynosza
odpowiednio: 0.3, 0.5, 0.2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
losowo zakupiona zaréwka bedzie swiecita dtuzej niz 5 lat?

Q Jezeli wiemy, ze pewna losowo zakupiona zaréwka $wiecita
dtuzej niz 5 lat, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze pochodzi
ona z drugiej fabryki?
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Zadanie 1

Pierwsze zadanie sprowadza sie do bezposredniego zastosowania

wzoru (7).

Wystarczaja podstawienia
P(A|B1) = 0.9,

P(A|B;) = 0.8,

P(A|B3) = 0.7,

oraz P(B1) = 0.3, P(B2) = 0.5, P(B3) =0.2.
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Elementy rachunku prawdopodobiefistwa

Zadanie 2

Drugie zadanie to niejako zadanie odwrotne, pytajace o P(Bz|A).
Podchodzac ogdlniej, wyprowadzmy wzér na P(B;|A):

P(BiA) = o
P(B;i N A)
P(A|B1)P(By) + -+ + P(A[BA)P(B,)
P(B; N A)pia)
P(A[B1)P(B1) + - - + P(A[Bn) P(By)
_ P(A|Bi)P(Bi) o ®)
P(A[B1)P(B1) + - -+ P(A[B1) P(B;)

Jak wskazuje ostateczny wzér, patrzymy na udziat i-tego sktadnika
w catej sumie obliczanej wg prawdopodobienstwa catkowitego.
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Naiwny klasyfikator Bayesa

Zatozenie naiwne

Naiwny klasyfikator Bayesa (NBC — ang. Naive Bayes Classitfier) to
klasyfikator probabilistyczny z tzw. zatoZeniem naiwnym, ktére
méwi, ze zmienne wejsciowe s3 niezalezne warunkowo w klasach
decyzyjnych, tzn.:

VyVi#£j XY=y LX|Y=y. (9)

Oczywiscie powyzsze zatozenie rzadko kiedy jest spetnione dla
rzeczywistych danych (lub wrecz prawie nigdy nie jest spetnione),
co silnie akcentuje nazwa klasyfikatora. Niemniej, fakt ten nie
przeszkadza w uzywaniu NBC w praktyce, i co wiecej okazuje sie,
ze klasyfikator ten sprawdza sie bardzo dobrze dla wielu probleméw.

Przemystaw Klesk, prezentujacy Joanna Kotodziejczyk Sztuczna inteligencja



Naiwny klasyfikator Bayesa

Konsekwencje zatozenia

Zatozenie naiwne ma wazny walor matematyczny, poniewaz
pozwala na zastapienie prawdopodobierstwa iloczynu pewnych
zdarzen iloczynem prawdopodobieristw.

Niesie to wazne konsekwencje obliczeniowe, dzieki ktérym po
pierwsze realizacja NBC jest w ogéle mozliwa, a po drugie NBC
radzi sobie dobrze z duza liczba zmiennych (cech, atrybutéw) —
moga by¢ ich setki czy nawet tysigce, i nie cierpi na

tzw. przeklefistwo wymiarowosci*. Wraz ze wzrostem liczby
zmiennych wejsciowych ztozonos$é¢ (obliczeniowa i pamieciowa) NBC
skaluje sie liniowo, a nie wyktadniczo.

1Przeklefistwo wymiarowosci — zjawisko wystepujac w niektérych
algorytmach uczenia maszynowego polegajace na tym, ze ztozonos¢
opracowywanego modelu pewnego zjawiska (np. liczba parametréw, ktére
nalezy dobrac¢) skaluje sie wyktadniczo wraz z liczba zmiennych (cech,
atrybutéw) opisujacych to zjawisko.
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Przyjmiemy, ze wszystkie zmienne s3 dyskretne (lub inaczej:
skokowe, wyliczeniowe, kategoryczne), jak np. pte¢, kolor oczu,
wyksztatcenie, wystapienie choroby, marka samochodu, itp.

Jezeli ktéras ze zmiennych nie jest dyskretna (np. wzrost, waga,
predkos¢, temperatura), a chcielibySmy jej uzy¢, to istnieja rézne
techniki dokonujace dyskretyzacji takiej zmiennej, czyli zamiany jej
ciggtych wartosci na dyskretne (np. wzrost maty, Sredni, duzy).

Zbiér uczacy

Przypusémy, ze do dyspozycji jest pewien zbiér danych uczacych z
dyskretnymi zmiennymi wejsciowymi X;, i = 1,...,n, oraz z
wyrézniong wyrézniong zmienna decyzyjna Y (zawierajaca etykiety
klas decyzyjnych). Przypusémy, ze rozrézniamy K klas decyzyjnych,
oznaczonych np. kolejnymi numerami naturalnymi {1,2,..., K}.
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Zbiér danych uczacych z dyskretnymi zmiennymi

Zwyczajowo tego typu zbiér przedstawia sie w formie tabelki, gdzie
wierszami pisane s przyktady uczace® zas kolumnami zmienne
(cechy, atrybuty), patrz schemat w Tab. 1.

Tablica: Pogladowy schemat tabelki reprezentujacej dyskretny zbiér
uczacy z wyrézniona zmienng decyzyjna. Przyktady uczace pisane
wierszami, zmienne kolumnami.

X% [ ]

NIENIENY PN
NN <<

3 1
2 5
1 4

Zinne mozliwe nazwy: prébki, obserwacje, rekordy, punkty danych
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Czestosci a prawdopodobienstwo

Na podstawie tabelki uczacej znamy rozktady prawdopodobienstwa
(tak naprawde rozktady czestosci) wektoréw wejsciowych w
poszczegdlnych klasach, tj. X = x|Y = y. Przypus¢my, ze mamy
za zadanie sklasyfikowa¢ pewien nowo przychodzacy obiekt
(wektor) postaci x = (x1, x2, ..., Xn), gdzie x; reprezentuja
konkretne wartosci, np. x = (2,3,...,1). A zatem, chcemy
wyznaczy¢ taka etykiete klasy (lub numer klasy) — y*, ktéra jest
najbardziej prawdopodobna dla podanego wektora wejsciowego x,
co mozna zapisa¢ jako:

y* =argmax ek P(Y = y[X = x). (10)
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Prawdopodobienstwo klasy

Zgodnie z twierdzeniem Bayesa o prawdopodobienstwie catkowitym,
mozemy P(Y = y|X = x) rozpisa¢ jako:

P(X =xY =y)P(Y =)
P(X)
_ P(X =x|Y =y)P(Y =y)
PX=x|Y=1)P(Y =1)+---+P(X=x]Y =K)P(Y =K)’
(11)
Warto tu zwréci¢ uwage, ze mianownik w powyzszym wzorze jest staty i
niezalezny od y, dla ktérego badamy P(Y = y|X = x). A zatem
mozemy zignorowa¢ mianownik przy podejmowaniu decyzji o najbardziej
prawdopodobnej klasie, innymi stowy zachodzi:

P(Y =yl X=x)=

y* = argmax, (1. k3 P(Y = y|X =x)
= argmax,cyy K}P(X =x|Y=y)P(Y =y). (12)
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Prawdopodobienstwo klasy — cd.

Rozpiszmy pierwszy powyzszy czynnik, wprowadzajac zatozenie
naiwne (przejscie z linii pierwszej do drugiej):

P(X =x|Y = y) PXi=xiNXo=xN---NX,=x|Y =y)
( =x1|Y =y)P(Xo =x|Y =y)- - P(Xa = x|

= [1POG =21y = ). (13)
j=1
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Prawdopodobienstwo klasy — cd.

A zatem, wychodzac od (12), interesujacy nas koncowy wzér dla
wariantu dyskretnego, pozwalajacy przyporzadkowa¢ obiektowi

x = (x1, X2, ..., Xn) najbardziej prawdopodobna klase, przyjmuje

postac:

y*=argmax,ciiky [[POG =Y =y)P(Y =y). (14)
j=1
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Prosty przyktad obliczen dla NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Przypusémy, ze chcemy zastosowaé NBC w celu rozpoznawania
(lub przewidywania) nadcisnienia tetniczego krwi u ludzi po 40 roku
zycia. Rozpoznawanie chcemy oprzeé na trzech zmiennych
wejsciowych (cechach): ptci, aktywnosci sportowej, paleniu.
Przypusémy dalej, ze do dyspozycji jest nastepujaca tabelka z
oznakowanymi przyktadami uczacymi (uwaga: dane zostaty
wymyslone na potrzeby przyktadu) czyli takimi, dla ktérych znamy
zaréwno wektory cech wejsciowych jak i etykiete klasy, poniewaz ta
zostata np. okreslona przez lekarza. Dla uproszczenia kazda
zmienna X; przyjmuje dwie mozliwe wartosci.

Przemystaw Klesk, prezentujacy Joanna Kotodziejczyk Sztuczna inteligencja



NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Dane uczace dla przyktadu

Tablica: Sztuczne dane dla problemu rozpoznawania (przewidywania)
nadcisnienia tetniczego krwi u ludzi po 40 roku zycia.

[ [ X1 — ple¢ | X5 — sport | X3 — palenie | Y — nadcisnienie

i M — + +
2 M T ¥ =
3 K = — =
Z M + + +
5 K + — —
6 K + — —
7 K - = T
8 K + = +
9 Y] = + +
10 M + — +
11 K = = =
12 M — — +
13 K — — —
14 K + — —
15 M - + +
16 K = T +
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Uczenie

Uczenie NBC w wariancie dyskretnym polega na wyznaczeniu i
zapamietaniu (w pewnej strukturze danych, np. w tablicy lub
stowniku) wszystkich mozliwych prawdopodobienstw, ktére moga
by¢ potrzebne jako czynniki we wzorze (14). Utozsamiajac
prawdopodobiefistwa z czestosciami wystepujacymi w Tab. 2,
bytyby to nastepujacy zestaw:

P(Y = —)=17/16

P(Xy = M|Y = =) = 1/7
P(Xa = —|Y = =) = 3/7
P(Xs = —|Y = =) =6/7

P(X1 = MY = +) = 6/9
P(X2 = —|Y = 4) = 6/9
P(Xs = —|Y = +) = 4/9

P(Y = +) =9/16

P(Xy = K|Y = =) = 6/7
P(Xz = +]Y = =) = 4/7
P(Xa=+Y =—-)=1/7

P(Xy = K|Y = +) =3/9
P(Xa = +|Y = +) =3/9
P(X3 =+|Y =+)=5/9
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Klasyfikacja

Sklasyfikujemy teraz dwa przyktadowe nowo przychodzace obiekty:
(M, —,+) oraz (K, —, —). Wzér (14) nakazuje nam ,,przejs¢" po
wszystkich klasach decyzyjnych, dla kazdej z nich obliczy¢ odpowiedni
iloczyn prawdopodobienstw, i wreszcie wybraé jako odpowiedz te klase,
dla ktérej iloczyn jest najwiekszy.

Dla klasy: y = —, i obiektu (M, —, +)
PX1 =M|Y=—=) - PXa=—|Y==)-PXg=+|Y==) P(Y=-)
1 3 1 7

3
=_.2._-. — = —— = 0.0038265,
7 7 7 16 784

Dla klasy y = + i obiektu (M, —, +)

PXy =M|Y =+4)-P(Xa=—|Y =+)-P(Xa=+|Y =+) - P(Y =+4)

6 6 5 9 1620
=—_._-.-. - = ~ 0.1388889.
9 9 9 16 11664

Jako, ze druga z powyzszych liczb jest wigksza, odpowiedzia NBC jest w tym przypadku y* = +.
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Dyskusja

Warto zwrdéci¢ uwage, ze obliczone wartosci nie stanowig miar
prawdopodobienstwa i nie sumuja sie do jednosci. Powodem jest
wspomniane wczesniej pominiecie mianownika (patrz (11)), ktéry nie ma
wptywu na decyzje. Jezeli jednak z jakiego$ powodu zalezy nam na
wyznaczeniu liczb, ktére bytyby miarami prawdopodobienstwa (np. po to
aby, pozna¢ site wskazania na rzecz danej klasy na tle innych), to jako
wspomniany mianownik nalezy przyjaé sume obliczonych iloczynéw (w
zgodzie z zatozeniem naiwnym). W rozwazanym przyktadzie mozna by
woéwczas napisac:

3
P(Y ==X = (M, —,+)) = 585 ~ 0.0268123,
784 11664
1620
P(Y =+|X = (M, —,+)) = 52— ~ 0.9731877.
784 T 11664
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NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Przyktad cd.

Postepujac analogicznie dla drugiego obiektu (K, —, —), mozna
przekonac sie, ze interesujace nas iloczyny wynosza odpowiednio
108/343 i 8/81, ktére po znormalizowaniu do prawdopodobienstw
przetozytyby sie na:

108
P(Y =—|X=(K,—,-)) = g5 ~ 0.7612252,
343 81
8
343 81
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Analiza

Patrzac ponownie na gtéwny wzér (14), warto zwrdéci¢ uwage na
role, jaka petni w nim czynnik P(Y = y) nazywamy
prawdopodobieristwem a priori klasy. W rozwazanym przyktadzie
rozktad prawdopodobienstw a priori dla klas wynosit:

P(Y =—-)=7/16, P(Y = +) = 9/16. Daje to pewna przewage
klasie Y = + przy obliczaniu odpowiedzi klasyfikatora, ale jest to
przewaga drobna — rozktad klas jest bliski réwnomiernemu. Jezeli
natomiast rozwazylibysmy problem wykrywania pewnego bardzo
rzadkiego zjawiska (np. pozaru w monitorowanym obiekcie,
obecnosci rzadkiego wirusa w catej populacji, itp.), to rozktad a
priori bytby daleki od réwnomiernego® i rozpoznanie klasy o matym
P(Y = y) musiatoby sie wigza¢ z wysokimi wartosciami wielu
innych czynnikéw wystepujacych we wzorze (14).

3Mowimy wéwczas o tzw. danych niezréwnowazonych (ang. imbalanced
data).
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Klasyfikator bezregutowy - zero-rule classifier

Nakazuje on odpowiadaé zawsze klasa najczestsza w rozktadzie a priori,
nie zwracajac uwagi na cechy badanego obiektu. Klasyfikator ten nalezy
traktowa¢ jako punkt odniesienia, gdy zastanawiamy sie, na ile dobry
klasyfikator uzyskalismy dla naszego problemu.

Dla przyktadu powiedzmy, ze zajmujemy si¢ problemem wykrywania wiadomosci e-mail bedacych
spamem i zbiér uczacy, zebrany np. wsréd pracownikéw uczelni, wskazuje na rozktad a priori:

P(Y = nie-spam) = 0.2, P(Y = spam) = 0.8. Wéwczas klasyfikator bezregutowy klasyfikowatby ,na
$lepo” wszystkie przychodzace wiadomosci jako spam. W takiej sytuacji od dowolnego opracowanego
klasyfikatora — bayesowskiego, sieci neuronowej, drzewa CART, maszyny SVM, itd. — wymagamy, aby
miat on dokfadnosé rozpoznawania powyzej 0.8 (mowa tu o doktadnosci zmierzonej na zbiorze testowym
nie widzianym podczas uczenia). W przeciwnym razie nie bytoby zadnego zysku z uczenia maszynowego
i stosowania klasyfikatora.

Ocena klasyfikatora

Dowolny opracowany klasyfikator powinien pod wzgledem doktadnosci
przewyzsza¢ klasyfikator bezregutowy (ang. zero-rule classifier).
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Zerowe prawdopodobiefistwo

Mozna zauwazy¢ pewne niebezpieczenstwo obliczeniowe tkwigce we
wzorze (14). Co, jesli ktérykolwiek z czynnikéw w tym wzorze bytby
réowny 07 Oczywiscie, spowodowatoby to wyzerowanie catego
wyniku niezaleznie od tego, czy pozostate czynniki byty przecietnie
niskie czy tez wysokie. Bytaby to sytuacja niepozadana. Kiedy
mogtoby dojs¢ do niej?

Zgodnie z tym, co powiedziano wczesniej, zwyczajowo utozsamia
sie prawdopodobienstwa z czestosciami w zbiorze uczacym. | takie
podejscie nie jest btedne, jezeli zbiér danych jest odpowiednio duzy.
Do sytuacji, o ktérej mowa, mogtoby dojs¢ wtedy, gdyby w zbiorze
uczacym nie zaistniataby realizacja pewnego zdarzenia, np. nigdy
nie zaobserwowano X3 = 5|Y = 2, a podczas testowania
klasyfikatora pojawitby sie obiekt, dla ktérego trzecia cecha ma
wiasnie wartos¢ 5.
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Poprawka LaPlace’a

Istnieja rézne techniki radzenia sobie z tym niebezpieczenstwem,
polegajacych w ogdlnosci na wygfadzaniu rozktadéw
prawdopodobiefistwa i tym samym unikaniu skrajnych
prawdopodobienstw (zaréwno zer jak i jedynek). Jednym z
najbardziej popularnych jest tzw. poprawka LaPlace’a

Poprawka

Przypusémy, ze w m prébach zaobserowalismy k wystapien pewnego
zdarzenia A dotyczacego zmiennej o g unikalnych wartosciach. Szacujac
prawdopodobienstwo na podstawie czestosci, powinni$émy napisaé

P(A) ~ k/m. Stosujac poprawke LaPlace'a, oszacowanie przybiera

postac
k+1
P(A) ~ Ly (15)
m+q
z z o z (LS o . - k4l
W szczegdlnosci dla zdarzen binarnych powyzszy wzér wynosi [ -=.

v
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Poprawka LaPlace'a — cd

Nalezy mie¢ swiadomos¢, ze dla matych zbioréw danych poprawka
LaPlace’a zwykle psuje nieznacznie doktadnos¢ uczaca klasyfikatora,
czyli jego zdolnos¢ do bezbtednego odtworzenia etykiet danych
uczacych. Niemniej, jednoczesnie (w takich sytuacjach) poprawka
ta poprawia doktadnos¢ testowa, czyli zdolnos¢ do uogédlniania
(generalizacji) dla niewidzianych obserwacji, a na tym wtasnie
elemencie zalezy nam w uczeniu maszynowym.
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Plan wyktadu

@ NBC ze zmiennymi ciagtymi
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NBC ze zmiennymi ciggtymi

Jezeli chcielibysmy uzywaé naiwnego klasyfikatora Bayesa, pracujac
na zmiennych ciagtych (wzrost, temperatura, itp.) w sposéb
bezposredni, tzn. nie dyskretyzujac ich, to wzér (14) nie pozwala
nam na to. Operuje on bowiem na prawdopodobienstwach pewnych
zdarzen rozumianych (méwiac nieformalnie) w sposéb
gruboziarnisty, np. pte¢ = kobieta, kolor oczu = szary. Co, jesli
klasyfikacji ma podlega¢ cztowiek np. o wzroscie 188.7 cm?
Zwrécmy réwniez uwage, ze poza powyzszymi oczywistymi
przyktadami w wielu problemach istnieja zmienne o charakterze
dyskretnym z natury rzeczy, a mimo to wolelibysmy je traktowa¢ w
spos6b ciagty np. intensywnosé piskela o zbiorze wartosci
{0,1...,255}.
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Zmienne ciagte

Warto przypomnieé, ze w rachunku prawdopodobienstwa dla
zmiennych ciagtych rozrézniamy zwyczajowo dwie funkcje zwigzane
z rozktadem: funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa (PDF
— ang. probability density function) oraz dystrybuante zwanga takze
kumulanta (CDF — ang. cumulative distribution function).
Wartosci funkgji gestosci w punkcie nie maja jako takiego sensu
probabilistycznego, a dopiero catki funkcji gestosci (obliczone nad
przedziatami lub innymi zbiorami) stanowia miary
prawdopodobieristwa pewnych zdarzen. Np. jezeli p oznacza
funkcje gestosci pewnej skalarnej zmiennej X, to
prawdopodobieristwa zdarzenia, ze wartos¢ (realizacja) tej zmiennej
nalezy do przedziatu [a, b], mozemy obliczy¢ nastepujaco:

Plag< X <b)= /b p(x) dx. (16)
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Zmienne ciagte

P funkcje gestosci catkuja sie nad cata dziedzing do jedynki, czyli np. dla
gestosci jednowymiarowych mamy ffooo p(x) dx = 1. Z kolei wartosci
funkcji dystrybuanty w punkcie maja sens probabilistyczny. Jezeli
oznaczy¢ dystrybuante przez F, to:

F(a) = P(X < a) = / " () dx.

—o0
Mozna zapisaé nastepujace zwigzki pomiedzy gestoscia a dystrybutanta:
@ ro6zniczka dystrybuanty = gestos¢ - przyrost:
dF (x) = p(x) dx,

@ catka nieoznaczona z funkcji gestosci = dystrybuanta + stata:
/p(x) dx = F(x)+ C

@ prawdopodobiefistwo jako przyrost dystrybuanty:

b
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NBC wariant ciggty

NBC wariant ciagty

Interesujacy nas wzér dla wariantu ciggtego naiwnego
klasyfikatora Bayesa to ,kuzyn" wzoru (14), w ktérym w miejsce
prawdopodobiefistw wpisujemy wartosci warunkowych funkgcji
gestosci w punkcie (z wyjatkiem prawdopodobienstw a priori klas
— te pozostaja bez zmian):

y* =argmax,c iy [[pillY =y)P(Y =y).  (17)
=1

<
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Ograniczenia

Nalezy by¢ $wiadomym nastepujacych ograniczen zwigzanych ze wzorem
(17):

© zwracana przezen wartos¢ nie powinna by¢ interpretowana jako
prawdopodobienstwo, nawet po normalizacji, ze wzgledu na
mieszane czynniki p i P o réznym sensie probabilistycznym (wzér
jedynie ,,przypomina” iloczyn prawdopodobienstw),

@ nadal w mocy jest zatozenie naiwne — wyprowadzeniu wzoru (17)
(ktére pominelismy) gestosci facznych warunkowych rozktadéw
prawdopodobienstw p(x|Y = y), gdzie x = (x1,..., X)) jest
wektorem w R", nalezy zamieni¢ na iloczyn gestosci dla
pojedynczych zmiennych p;(x;j|Y = y),

© aby méc uzywac wzoru (17) nalezy wyznaczy¢ za pomoca
wybranego podejscia estymaty funkcji gestosci p;(x;j|Y = y) na
podstawie danych uczacych (np. przyjmujac, ze s one zgodne z
rozktadami normalnymi).
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Estymaty za pomoca rozktadéw normalnych

Rozktad Gaussa

Rozkfady normalne (zwane takze gaussowskimi) obserwujemy
bardzo czesto w przyrodzie. Fakt ten mozna w duzej mierze mozna
wyttumaczy¢ poprzez Centralne Twierdzenie Graniczne méwiace, ze
rozktad zmiennej losowej, ktéra jest suma innych niezaleznych
zmiennych losowych, zbiega szybko do rozktadu normalnego wraz z
liczba skfadnikéw. Wiele rzeczywistych wielkosci, ktére
obserwujemy lub mierzymy, mozna czesto rozumie¢ wtasnie jako
wypadkowa (lub sume) pewnych drobnych, niskopoziomowych
elementéw lub przyczyn.
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Rozktady

W zwiazku z powyzszym argumentem popularnym podejsciem do
realizacji ciggtego NBC jest estymowanie rozktadéw zmiennych
ciagtych za pomoca rozktadéw normalnych. Oczywiscie nalezy by¢
$wiadomym, ze jest to uproszczenie, ktére moze przektamywac
wptyw niektérych szczegélnych zmiennych w obliczanym iloczynie,
tzn. tych zmiennych, ktérych rozktady sa dalekie od normalnych
(chociazby rozktady wielomodalne).
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Funkcja gestosci

Funkcja gestosci
Wzér funkcji gestosci dla rozktadu normalnego jednej zmiennej ma
postaé

1 _x=w?
e 27 (18)

p(x) = T

gdzie parametry u i o oznaczaja odpowiednio wartos¢ srednia (lub
oczekiwang) oraz odchylenie standardowe rozkfadu.
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Funkcja gestosci

Parametry te mozna oszacowa¢ na podstawie skonczonej préby,
czyli na podstawie zbioru danych. Dla uproszczenia, przypusémy ze
wszystkie rozpatrywane zmienne wejsSciowe s3 ciagte, i
przypomnijmy przyjeta we wczes$niejszym rozdziale notacje dla
zbioru danych postaci: D = {(x,-,y,-)}izlw_m, gdzie

xi = (xi1, Xi2, - - -, Xin) € R" s3 wektorami cech
rzeczywistoliczbowych, zas y; etykietami klas.

A zatem chcac przygotowa¢ NBC w wariancie ciagtym
gaussowskim, musimy wyznaczy¢ 2 - n- K parametréw — oznaczmy
je jako pj, i 0j, (z uzyciem pary indekséw) — bedacych srednimi i
odchyleniami standardowymi, dla wszystkich warunkowych
rozktadéw zmiennych X;|Y =y, gdzie j=1,...,n, y =1,..., K.
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Funkcja gestosci — cd

Oznaczajac gestos¢ takiego wybranego rozktadu jako

 mny)?

1
e W, (19)

ix|Y =y)= —=
P =3) = =

stosuje sie ponizsze wzory do wyznaczenia estymat odpowiednio
$redniej i odchylenia standardowego:

L
My = > %, (20)
ymy
L
oy = | ——7 2 (X — i) (21)
ymy
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