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Przedmowa

Przeznaczenie i cele skryptu

Niniejszy skrypt jest przeznaczony dla studentéw kierunku informatyka Iub kierun-
kéw pokrewnych. Zostal opracowany jako wsparcie dydaktyczne dla przedmiotu
»Sztuczna inteligencja”, ktéry jest prowadzony na Wydziale Informatyki Zachod-
niopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie na rzecz studentéw
pierwszego stopnia (inzynierskiego). Przedmiot ten ma charakter elementarny —
stanowi wprowadzenie w podstawowe zagadnienia i algorytmy z zakresu sztucznej
inteligencji, i nie zaktada zadnej wiedzy ze strony studenta w tym zakresie. Za-
ktada si¢ natomiast posiadanie podstawowej wiedzy i umiejetnosci z: algorytmiki,
struktur danych, programowania (w tym programowania obiektowego), matematyki
na poziomie akademickim uczelni technicznych. W kolejnych czgsciach skryptu
prezentowane sa zagadnienia dotyczace: przeszukiwania graféw i drzew gier dwu-
osobowych, optymalizacji stochastycznej, podstaw uczenia maszynowego, oraz
systemow wnioskujacych i reprezentacji wiedzy.

W zamierzeniu autoréw skrypt ma stanowié wsparcie zaréwno dla wyktadowe;j
jak i laboratoryjnej formy kursu. Tresci zawarte w skrypcie zostaly przygotowane
na podstawie wiedzy i doSwiadczen pracownikéw Katedry Sztucznej Inteligencji
i Matematyki Stosowanej prowadzacych zajecia ze sztucznej inteligencji na prze-



strzeni okoto 15 lat, a w szczeg6lnoSci na podstawie materiatéw dydaktycznych
gromadzonych na stronie http://wikizmsi.zut.edu.pl.

W poszczegdlnych rozdziatach po tresciach teoretycznych nastgpuja zestawy
éwiczen i instrukcji opracowane z mys$la o zajeciach laboratoryjnych. W przypadku
wigkszosci z tych instrukcji zamierzono uzycie konkretnego jezyka programowa-
nia, bibliotek czy tez pewnego API opracowanego przez osoby prowadzace zajg-
cia. Woéwczas dany zestaw ¢wiczen zostat opatrzony odpowiednim nagiéwkiem,
w szczegolnosci:

Java + biblioteka SaC (autorzy: P. Klgsk, M. Korzen),

C# + biblioteka AISearch (autor: M. Pietrzykowski),

C++ + biblioteka SI++ (autor: J. Klimaszewski),

MATLAB,

Python.

Niemniej, na problemy sformutowane w tych instrukcjach mozna w wigkszosci
przypadkéw takze patrze na ogélnym poziomie algorytmicznym, bez zwiazku
z konkretnym jezykiem programowania. Innymi stowy pozostawiamy osobom
prowadzacym zajecia praktyczne pewna swobodg przy wyborze §rodowiska pracy,
przy czym sugerowane sg raczej Srodowiska wysokopoziomowe z mozliwoSciami
szybkiego prototypowania, pracy na macierzach i kreslenia wykreséw, takie jak np.:
Python, MATLAB, Wolfram Mathematica, R.

Wykorzystane oprogramowanie

Niniejszy skrypt zostat od strony edycyjnej ztozony w systemie I&IEXz wykorzysta-
niem szablonu stylu przeznaczonego dla Wydziatu Informatyki, ZUT w Szczecinie,
ktéry zostal opracowany przez Joanng Kotodziejczyk.

SaC — biblioteka do przeszukiwania napisana w jezyku Java

SaC (ang. Search and Conquer) jest obiektowa biblioteka napisang przez Przemy-
stawa Klgska i Marcina Korzenia w jezyku Java na potrzeby przeszukiwan grafow
oraz drzew gier. Pierwsza wersja biblioteki powstata w latach 2012-2013 w ramach
wigkszego projektu akademickiego o nazwie TEWI! finansowanego z Europej-
skiego Funduszu Rozwoju Regionalnego (POIG.02.03.00-00-028/09). Biblioteke
mozna pobra¢ z repozytorium na GitHubie: https://github. com/pklesk/sac,
a oficjalng strong biblioteki znaleZ¢ pod adresem: https://pklesk.github.io/
sac. W szczeg6lnosci na stronie umieszczono podrecznik uzytkownika (z przy-
ktadami kodéw zrédtowych i licznymi ilustracjami®): https://github.com/

ITelekomunikacja Edukacja Wiedza Innowacje
’Mlustracje generowane z pomoca oprogramowania Graphviz, http: //www.graphviz. org.


http://wikizmsi.zut.edu.pl
https://github.com/pklesk/sac
https://pklesk.github.io/sac
https://pklesk.github.io/sac
https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf
https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf
https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf
http://www.graphviz.org
https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf

pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf. Biblio-
teka obejmuje tacznie 9 gotowych algorytméw przeszukujacych wraz z odpowied-
nimi strukturami danych i ustawieniami konfiguracyjnymi.

AlSearch — biblioteka do przeszukiwania napisana w jezyku C#

AlSearch jest mala biblioteka autorstwa Marcina Pietrzykowskiego napisana
w jezyku C# zawierajaca implementacje podstawowych algorytméw uzywanych
w przeszukiwaniu graféw oraz przeszukiwaniu drzew gier. Bibliotek¢ mozna
pobra¢ z repozytorium na GitHubie: https://github.com/mpietrzykowski/
ATSearch. Pobrane rozwiazanie programu Visual Studio (Solution) zawiera dwa
projekty (Project):

— AISearch — projekt zawierajacy wtaSciwa biblioteke,

— Exercise — przyktadowy projekt aplikacji konsolowej korzystajacej z AlSe-

arch.

Wigcej informacji na temat tej biblioteki zamieszczono w dodatku 11.

Sl++ — biblioteka do przeszukiwania napisana w jezyku C++

SI++ jest matla biblioteka autorstwa Jacka Klimaszewskiego napisana w jezyku
C++, ktéra zawiera struktury danych i implementacje algorytméw koniecznych do
wykonania ¢wiczen. Aby z niej korzystac, trzeba uzy¢ kompilatora zgodnego ze
standardem C++17. Biblioteke mozna pobraé z repozytorium w serwisie GitHub:
https://github.com/Szachista/SIplusplus.


https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf
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https://github.com/pklesk/sac/releases/download/1.0.3/sac-1.0.3-userguide.pdf
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https://github.com/Szachista/SIplusplus
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1.

O przeszukiwaniu ogdlnie. . .

Algorytmy przeszukujace stanowia znaczaca czg$¢ badan w ramach sztucznej inte-
ligencji. Patrzac z perspektywy historycznej na rozwdj tej dziedziny, znajdowanie
Sciezek 1 szachy przychodza na mysl jako prawdopodobnie dwa najbardziej na-
turalne przyktady zadan, gdzie algorytmy przeszukujace stosowano wielokrotnie
iz duzym z powodzeniem. Te przyktady sa takze dobrymi reprezentatami dwéch
ogolnych grup probleméw zwiazanych z przeszukiwaniem, ktére sa omawiane w
tym rozdziale:

1. problemy optymalizacji dyskretnej (kombinatorycznej), gdzie dany pro-
blem mozna przedstawic jako graf stanéw, a znalezienie rozwigzania spro-
wadza si¢ do przeszukiwania;

2. problemy gier dwuoosobowych, gdzie poszukuje si¢ najlepszego ruchu lub
decyzji w pewnej grze lub sytuacji konflikowej, ktéra mozna przedstawic
jako drzewo gry.

Rys. 1.1 przedstawia ilustracyjnie dwie powyzsze grupy.

Pierwsza grupa zawiera m.in. grafy, ktére mozna interpretowaé geograficznie
lub fizycznie, gdzie pewien obiekt przemieszcza si¢ pomigdzy dostgpnymi lokali-
zacjami. Mozna tu myS$leé np. o: znajdowaniu najkrétszych Sciezek dla ré6znych
Srodkéw transportu, problemach routingu, pokonywaniu labiryntéw itp. Z drugiej
strony grupa ta obejmuje réwniez grafy (o ktérych nalezy mysle¢ bardziej abs-




O przeszukiwaniu ogdlnie. . .

przyktady probleméw optymalizacji dyskretnej (kombinatorycznej):
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Rys. 1.1: llustracja dwdch ogdinych grup problemdw, ktére sg rozwigzywane przy
wykorzystaniu algorytmdw przeszukujgcych (zrédto: Google Images).

trakcyjnie) zwigzane z rozmaitymi uktadankami lub famigtéwkami, gdzie poprzez
pewne manipulacje mozemy zmieniaé stan obiektu. Zwykle chcielibySmy odkry¢
taka sekwencj¢ tych manipulacji, ktéra przeprowadza obiekt w stan o pewnych
pozadanych wtasnoSciach, ktéry rozumiemy jako rozwiazanie. Mozna tu wymieni¢
przyktady czysto rekreacyjne (puzzle przesuwne, kostka Rubika, sudoku, pasjansy),
ale takze przyktady bardziej praktyczne i techniczne: problemy upakowan prze-
strzennych (dwu- i tréjwymiarowe), optymalizacj¢ cigcia materiatéw, uktadanie
harmonograméw, planowanie zasobdw itp.

Jesli chodzi o druga grupeg, to oczywistymi przykladami dla niej sg gry umy-
stowe: szachy, warcaby, GO, Hex, Nim, R6j, Connect4, kétko i krzyzyk, i wiele
innych. Poza nimi do grupy tej zaliczy¢ mozna przyktady blizsze teorii gier, jak
np. stynny dylemat wigZnia, problemy negocjacyjne, konflikty polityczne, wojny
konkurencji. W ustalonej pozycji w grze (stanie gry) gracz ma zwykle do dys-
pozycji pewna liczbe ruchow, ktére przenosza gre w nowe pozycje. W kazdej
z nich przeciwnik ma do dyspozycji pewna liczbe kontrruchéw i taki schemat
jest kontynuowany, generujac w sposéb naturalny strukturg drzewa. Niestety,
drzewa gier rozrastaja si¢ w tempie wyktadniczym, stad tez programy komputerowe
w praktyce musza ograniczy¢ si¢ do przejrzenia tylko fragmentu takiego drzewa
przed podjeciem pojedynczej decyzji. Dla typowych gier analiza komputerowa obej-
muje zwykle kilka lub kilkana$cie pozioméw drzewa. Przypisujac pewne liczbowe
oceny pozycjom konicowym (liSciom w drzewie), ktére sg odlegtymi konsekwen-
cjami ruchéw na poziomie korzenia, algorytm jest w stanie propagowac te oceny
odpowiednio w goére drzewa, a nastgpnie wskazaé najbardziej obiecujacy ruch.



Warto takze wspomnieé, ze nie tylko gry umystowe moga by¢ analizowane
w powyzszy sposob. Wiele gier komputerowych (wlaczajac w to takze gry zrgczno-
Sciowe lub nawet ,,strzelanki”) pozwala czgsto osadzi¢ w sobie elementy sztucznej
inteligencji oparte na drzewie gry. Istotnym warunkiem jest to, abySmy umieli
wyrézni¢ dla danego agenta (postaci, bota) pewien skoficzony zbiér mozliwych
akcji (ruch6w) w chwilach podejmowania przez niego decyzji.

Z perspektywy programisty rézne algorytmy przeszukujace maja bardzo wiele
wspolnych elementéw. Stad tez naturalnym pomystem jest préba wyabstrahowa-
nia pewnego zbioru interfejséw i klas, czyli pewnego API, ktére ujednolicatoby
realizacj¢ tych algorytméw. Przyktadami takiego API na rzecz niniejszego skryptu
s biblioteki: SaC, AlISearch, SI++. Chodzi tu takze o to, aby uzytkownik (pro-
gramista) mégt w sposéb prosty zdefiniowa¢ swéj problem w terminach danego
API i uruchomic przeszukiwanie z mozliwoscia tatwego przetaczania si¢ pomigdzy
réznymi: algorytmami, wariantami funkcji oceny, nastawami struktur danych itp.

Centralng rolg w algorytmach przeszukujacych pelni byt okreslany mianem
stanu (ang. state lub search state). O stanach mozemy moéwi¢ zaréwno w kon-
tekScie przeszukiwania graféw (wéwczas stany utozsamiane sa z wierzchotkami
grafu, a krawedzie z manipulacjami), jak i w konteksScie drzew gier (wéwczas
stany utozsamiane sa z pozycjami w grze, a krawedzie z ruchami). Stan moze
reprezentowac np.: czgSciowo wypetniona plansz¢ sudoku, uktad kart na stole
w trakcie uktadania pasjansa, pomieszang kostke Rubika na pewnym etapie roz-
wiazywania, pewna pozycj¢ szachowa, przesiadke podréznika na konkretnej stacji
i o konkretnej godzinie, czgSciowe upakowanie towaréw w magazynie itp.

Doktadne informacje opisujace statyczna zawarto$¢ stanu musi oczywiscie
zapewnié programista. Sa to informacje specyficzne dla danego problemu. Sama
za$ ,,mechanika” przeszukiwania jest niezalezna od problemu i mozna w niej
wyrdzni¢ pewne kluczowe powtarzajace si¢ elementy:

1. Generowanie stanéw potomych — Jakie nowe stany (bezposredni potomko-

wie) mogq zostac wygenerowane 7 danego stanu?

2. Identyfikacja — Jakie identyfikatory (napisowe lub catkowitoliczbowe)
mogaq zosta¢ przypisane do standw, tak aby ten sam stan nie byt odwiedzany
niepotrzebnie wielokrotnie?

3. Zakonczenie (warunek stopu) — Czy dany stan jest stanem koricowym,
tj. rozwiqzaniem (grafy) lub stanem zwycieskim (drzewa gier)?

3’. Funkcja oceny / heurystyka' (opcjonalnie) — Oszacowanie, jak daleko
dany stan jest od rozwiqzania (grafy) lub ocena, w jakim stopniu dany
stan reprezentuje przewage gracza maksymalizujqcego lub minimalizujq-
cego (drzewa gier).

Theurystyka (gr. heuresis — odnalezé, odkryé, heureka — znalaztem)



O przeszukiwaniu ogdlnie. ..

Ostatni element oznaczono numerem 3’, poniewaz moze on by¢ tak naprawde po-
strzegany jako rozszerzenie elementu 3. Mowa w nim o pewnej funkcji oceniajacej,
nazywanej czgsto funkcja heurystyczna lub krétko heurystyka. W zaleznosci od
rodzaju rozpatrywanego zadania przeszukiwania (grafy czy gry) doktadny sens
terminu heurystyka bedzie nieco inny. Niemniej, w kazdym z tych przypadkéw
heurystyka dostarczy pewnej przyblizonej i racjonalnej informacji, ktéra ukierun-
kuje przeszukiwania na stany istotne, pozwalajac zmniejszy¢ wysitki obliczeniowe
marnowane na stany jatowe.
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Rys. 1.2: Przyktadowa tamigtdwka sudoku oraz graf przeszukiwan wygenerowany
przez algorytm Best-first search uzywajacy funkcji heurystycznej ,.suma pozostatych
mozliwosci” (Zrédto: opracowanie wtasne).

Rysunki 1.2 i 1.3 ilustruja przyktadowy graf i przyktadowe drzewo przeszu-
kiwan wygenerowane przez algorytmy omawiane w tym rozdziale odpowiednio
dla tamigtéwki sudoku oraz koncéwki warcabowej. Zachgcamy czytelnika do



wykonania powigkszen tych ilustracji i obejrzenia szczegotow.

Rys. 1.3: Przyktadowa koncédwka warcabowa (rozpoczynajq biate) wraz z przykta-
dowym drzewem gry algorytmu przycinanie a-f (zrddto: opracowanie wtasne).

Uwaga: w niniejszym skrypcie uzywany jest powszechnie termin stan (w zwiazku
z rozwazanymi problemami i algorytmami przeszukiwania pewnych przestrzeni
stanéw) jako rownowaznik terminéw wierzchotek lub wezet, ktdre sa stosowane dla
graféw 1 drzew w bardziej ogélnym i klasycznym nazewnictwie algorytmicznym.






2. Przeszukiwanie grafow

Wigkszos¢ algorytméw do przeszukiwan grafowych mozna wygodnie sformutowaé
z uzyciem dwéch zbioréw (kolekcji) stanéw — nazywanych zwyczajowo zbiorami:
Open i Closed. W danym momencie pracy algorytmu zbidér Closed zawiera stany,
ktére zostaty juz odwiedzone (i okazaly si¢ nie by¢ rozwigzaniem), podczas gdy
zbidr Open zawiera stany oczekujace do odwiedzenia. Stany oczekujace zostaja wy-
generowane jako potomkowie (lub inaczej — grafowi sasiedzi) standéw poprzednio
odwiedzonych.

W zaleznoS$ci od rodzaju algorytmu przeszukujacego, zbiory Open i Closed sa
implementowane z wykorzystaniem réznych struktur danych, co przektada si¢ na
ich zachowanie i wydajnos¢. Rzecza decydujaca o tym, z jakim algorytmem mamy
tak naprawde do czynienia, jest porzadek, wedlug ktérego wygenerowane stany sg
pobierane (i usuwane) ze zbioru Open.

W tym rozdziale przedstawiamy sze$¢ wybranych algorytméw przeszukiwania
grafow, ze szczegdlnym naciskiem na algorytmy zaliczane do grupy przeszuki-
wan poinformowanych. Znajduja one najczgstsze zastosowanie w ramach zadani
zwiazanych ze sztuczna inteligencja, a kluczowym elementem do ich skutecznego
dziatania jest opracowanie odpowiedniej funkcji kosztu, nazywanej zwyczajowo
funkcja heurystyczng.



Przeszukiwanie graféw

2.1
2.1.1

Przeszukiwanie niepoinformowane (Slepe)

Breadth-first i depth-first search

W przypadku tych dwéch metod cigzko jest o wskazanie ich faktycznych auto-
row. Wiasciwie traktuje si¢ je bardziej jako proste techniki przechodzenia grafu
(przechodzenie wyczerpujace i Slepe), anizeli faktyczne algorytmy przeszukujace.
Od takich wymaga si¢ raczej, aby byly poinformowane, tzn. wiedzione pewna
uzyteczng informacja decydujaca o kolejnosci odwiedzania stanéw. Breadth-first
i depth-first search nalezy rozumie¢ odpowiednio jako przechodzenie grafu wszerz
1w giqb. Jest prawdopodobnym, ze historycznie pierwsza wersja przechodzenia
grafu w glab byla badana juz w XIX w. przez francuskiego matematyka Charlesa
Pierre’a Trémaux jako strategia rozwigzywania labiryntéw [Shill, s. 46-48].
Niech sy oznacza stan poczatkowy. Jak wskazuja nazwy, w podejsciu
breadth-first algorytm musi odwiedzi¢ wszystkie stany na giebokosci d (tzn. od-
dalone o d krawedzi od sp), zanim moze przystapi¢ do odwiedzania stanéw na
glebokosci d + 1. I tak dla kazdego d. W pewnym sensie przeciwnie, w podejsciu
depth-first algorytmowi nie wolno odwiedzi¢ nieodwiedzonych jeszcze stanéw na
glebokosci d, jezeli istnieja pewne wygenerowane i nieodwiedzone jeszcze stany
na glebokosci d 4 1. Jezeli krawedzie grafu posiadaja pewne wagi (koszty przejsé),
to sa one ignorowane w obu omawianych podejsciach. Istotna jest tylko gigbokosé,
czyli liczba przej$¢ pomigdzy stanem poczatkowym sg, a danym stanem.
Ponizsze pseudokody prezentuja algorytmy breadth-first i depth-first search.
Jak mozna zauwazy¢, wiekszos$¢ krokéw algorytmicznych pozostaje taka sama.
Jedyna réznica jest porzadek standw pobieranych ze zbioru Open (linia nr 6).

Algorytm 1 Breadth-first search

I: procedura BREADTHFIRSTSEARCH(s() > stan poczatkowy: sg
Closed :== 10 > pusty zbiér odwiedzonych stanéw
ustaw pusty wskaznik rodzica dla sg
Open :={so} > kolejka stanéw oczekujacych

5: dopoki Open # 0 wykonaj
6 pobierz (i usuii) z Open stan s o najmniejszej glgbokosci
jezeli s jest stanem koricowym to zwroc s > znaleziono rozwigzanie
8 wygeneruj zbidr stanéw {7} potomnych dla s > ustawiajac wskazniki na rodzica s
9 dla wszystkich r wykonaj
10 jezelit ¢ Closed it ¢ Open to dodaj ¢ do Open
1: dodaj s do Closed
12: zwré6é wynik pusty > nie znaleziono rozwiazania

W powyzszych zapisach zaktadamy, ze stany sa wyposazone w informacje
0 swoim rodzicu oraz swojej gtgbokosci, tzn. na poziomie implementacji kazdy
obiekt reprezentujacy stan jest wyposazony we wskaznik (lub referencjg¢) na stan
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Algorytm 2 Depth-first search

I: procedura DEPTHFIRSTSEARCH(s() > stan poczatkowy: so
2 Closed .= 0 > pusty zbidr odwiedzonych stanéw
: ustaw pusty wskaznik rodzica dla sq

4 Open :={so} > kolejka stanéw oczekujacych

5 dopoki Open # (O wykonaj

6 pobierz (i usuni) z Open stan s o najwigkszej glebokosci

7 jezeli s jest stanem koricowym to zwré¢ s > znaleziono rozwiazanie
8 wygeneruj zbidr stanéw {7} potomnych dla s > ustawiajac wskazniki na rodzica s
9 dla wszystkich  wykonaj

10: jezelit ¢ Closed it ¢ Open to dodaj t do Open

1 dodaj s do Closed

12 Zwro¢ wynik pusty > nie znaleziono rozwigzania

rodzicielski oraz pole catkowite przechowujace gleboko$¢. Stan poczatkowy sg ma
pusty wskaznik na rodzica (null). Gdy pewien stan potomny ¢ Zostaje wygenero-
wany na podstawie stanu s, to gteboko$¢ stanu ¢ jest ustalana na gtebokos¢ s plus
jeden.

Majac na uwadze porzadek odwiedzania stanéw, do implementacji zbioru
Open mozna uzy¢ odpowiednio standardowej kolejki FIFO (First In First Out) do
przechodzenia wszerz oraz struktury LIFO (Last In First Out) — czyli inaczej stosu
— do przechodzenia w glab.

Algorytm Dijkstry

W 1956 r. Edsgar Dijkstra zaproponowat w pracy [Dij59] algorytm do znajdo-
wania najkrétszych Sciezek w grafie z wagami. W oryginalnym sformutowaniu
algorytm ten znajdowatl wszystkie najkrotsze Sciezki pomigdzy ustalonym stanem
poczatkowym a wszystkimi pozostaltymi stanami (ang. single source all shortest
paths). To wyjasnia, dlaczego algorytm Dijkstry poza wagami nie uzywa zadnej
dodatkowej informacji (np. informacji heurystycznej szacujacej pozostaty koszt
do celu), poniewaz nie mozna wskazaé pojedynczego celu. Tym samym algorytm
Dijkstry jest uznawany takze za algorytm przeszukiwania niepoinformowanego,
podobnie jak breadth-first i depth-first search.

Algorytm Dijkstry moze zosta¢ w prosty spos6b zmodyfikowany, tak aby za-
trzymywal si¢ wczes$niej (zanim ustalone zostana wszystkie najkrétsze Sciezki), w
momencie gdy napotka na pewien stan wyrézniony jako koricowy. Ponizej uzyjemy
tego wlasnie wariantu w celu pewnego ujednolicenia zapiséw algorytmicznych
dla wszystkich technik przeszukujacych prezentowanych w niniejszym skrypcie.
Dodatkowo, jak si¢ péZniej okaze, algorytm Dijkstry sformulowany w warian-
cie z jednym stanem docelowym bedzie mégt by¢ postrzegany jako szczegdlny
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przypadek algorytmu A* opisanego dalej'.

Niech g(s) oznacza doktadny koszt zwiazany z przebyciem drogi od stanu
poczatkowego s do stanu s. W zaleznoS$ci od aplikacji koszt moze reprezentowac
np.: przebyta odlegtos¢, czas podrézy, zuzyta energig itp. Dalej, niech A(s — )
oznacza koszt przejscia ze stanu s do stanu ¢, gdzie ¢ jest bezpoSrednim potom-
kiem (sasiadem) s. Algorytm Dijkstry mozemy sformutowac w sposéb nastgpujacy
z wykorzystaniem tych wielkosci.

Algorytm 3 Algorytm Dijkstry

1. procedura DIJKSTRA(s() > stan poczatkowy: so
2 Closed =0 > pusty zbidr odwiedzonych stanéw
k g(s0):=0 > koszt przebyty od startu
4 ustaw pusty wskaZnik rodzica dla sg

5 Open :={so} > kolejka stanéw oczekujacych
6 dopoki Open # 0 wykonaj

7 pobierz (i usuri) z Open stan s 0 najmniejszej wartosci g(s) > operacja ,,poll”
8 jezeli s jest stanem koficowym to zwré¢ s > znaleziono rozwiazanie

9 wygeneruj zbior stanéw {¢} potomnych dla s
10: dla wszystkich 1 wykonaj

11 jezelit € Closed to kontynuuj od kolejnej iteracji >t juz odwiedzone
12 g(t) :=g(s)+A(s —1)

13: ustaw wskaznik rodzica f na s

14: jezelir ¢ Open to

15 dodaj t do Open

16: W przeciwnym razie
17: jezeli nowy koszt g() jest mniejszy niz znany dotychczas to

18 zastap t w Open nowym egzemplarzem (aktualnie badanym)

19: uaktualnij pozycje t w Open

20: dodaj s do Closed

21 zZwro¢ wynik pusty > nie znaleziono rozwigzania

Ponizsze twierdzenie zapewnia, ze algorytm Dijkstry w wariancie z jednym
stanem docelowym (Algorytm 3) znajduje Sciezke najkrétsza do tego stanu.

Twierdzenie 2.1.1 Niech s* oznacza stan docelowy. Jezeli istnieje przynajmniej
jedna Sciezka pomigdzy sg a s*, to algorytm Dijkstry (Algorytm 3) gwarantuje
znalezienie Sciezki najkrotszej — tj. Sciezki o najmniejszej wartosci kosztu g.

Dowdd. Poniewaz istnieje przynajmniej jedna $ciezka prowadzaca do s*, to Al-
gorytm 3 zatrzyma si¢ (linia 8) zwracajac pewien egzemplarz s* o koszcie g(s*).
O wszystkich stanach s przebywajacych w zbiorze Open w chwili stopu wiadomo,

'Wymuszenie wartosci zero dla sktadnika heurystycznego w funkcji oceny algorytmu A* powo-
duje, ze algorytm A* redukuje si¢ do algorytmu Dijkstry.
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ze g(s) > g(s*). Jednoczesnie wiadomo, ze wszystkie stany osiagalne z so Sciez-
kami o koszcie mniejszym niz g(s*) musiaty juz zosta¢ zbadane (ze wzgledu na
pobieranie stanu o najmniejszym koszcie w kazdym kroku petli) i Zadna z nich nie
prowadzita do rozwiazania (nie zaszedl warunek stopu w linii nr 8). [ |

Dla zilustrowania sposobu dziatania przeszukiwan §lepych na rys. 2.1 przed-
stawiono prosty graf z wagami. Stan poczatkowy jest oznaczony kolorem z6itym,
stan korficowy niebieskim. Algorytmy breadth-first i depth-first search uruchomione

Rys. 2.1: Przyktadowy graf z wagami. Stan poczgtkowy oznaczony kolorem zéttym,
stan kohcowy niebieskim.

na rzecz tego grafu beda oczywiscie ignorowaly wagi (lub réwnowaznie trakto-
waty koszt kazdej krawedzi jako réwny 1). Algorytm Dijkstry bedzie kierowat sig¢
minimalng sumg wag i wykryje najkrétsza Sciezke (0,2,1,3,7) o tacznym kosz-
cie 5.0. Porzadek odwiedzanych stanéw dla poszczegdlnych algorytméw bedzie
nastgpujacy:

breadth-first search (przejscie wszerz):  (0,1,2,5,3,4,6,7),

depth-first search (przejscie w gtab):  (0,1,3,7),
algorytm Dijkstry:  (0,2,1,5,4,3,7).

Jezeli w powyzszym przyktadzie przejscie w glab nie bytoby zatrzymywane po
napotkaniu stanu 7 (koficowego), to petny porzadek odwiedzanych stanéw miatby
postaé: (0,1,3,7,4,5,6).
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2.2

Rekonstrukcje Sciezki we wszystkich algorytmach grafowych mozna zrealizowaé po-
przez wsteczne przejscie po wskaznikach na rodzica, poczynajac od stanu koficowego
zwrdconego jako rozwigzanie.

Na poziomie programistycznym, zbiér Open w algorytmie Dijkstry jest po-
wszechnie implementowany jako kolejka priorytetowa (ang. priority queue). Jest to
struktura danych oparta najczesciej na kopcu binarnym (ang. binary heap), pozwala-
jaca na wydajne pobieranie kolejnych stanéw z zachowaniem porzadku natozonego
przez funkcje g. Takie pobranie wraz z usunigciem elementu (stanu) z gtowy ko-
lejki> ma logarytmiczna ztozono$¢ obliczeniowa — O(logn), gdzie n oznacza
liczbg wszystkich elementéw. Dodanie nowego elementu do kolejki priorytetowe;j
ma réwniez ztozonosé O(logn) przy uwzglednieniu amortyzacji’.

Czy znamy rozmiar grafu z gory?

Bardzo istotny wptyw na ztozonosc¢ algorytmu Dijkstry oraz kolejnych algorytméw,
ktére oméwimy w nastepnych sekcjach, ma fakt, czy rozmiar grafu jest znany
z gory (tj. czy znane jest n). Jezeli rzeczywiscie tak jest, to wiele krokow algo-
rytmu mozna zrealizowaé w sposéb tani obliczeniowo dzigki implementacji tablico-
wej. Stany moga zosta¢ wéwczas po prostu ponumerowane liczbami catkowitymi,
a przechowane w tablicach moga by¢:

— wartoSci funkcji g,

— flagi odwiedzin w zbiorze Closed,

— oraz pomocniczo pozycje standw w zbiorze Open (kolejce priorytetowe;j).
Warto zauwazy¢, patrzac na algorytm Dijkstry, ze warunki: ¢ € Closed (linia nr
11), t ¢ Open (linia nr 14) oraz warunek poprawy kosztu (linia nr 17) mozna
dzigki implementacji tablicowe] sprawdzi¢ w czasie statym — O(1). Ponadto,
krok podmiany stanu w zbiorze Open nowym egzemplarzem (linia nr 18) mozna
zrealizowaé w czasie O(logn)*.

Niestety, w wigkszo$ci zadaf rozaptrywanych w ramach sztucznej inteligencji
i ,,atakowanych” podejsciem grafowym, rozmiar przeszukiwanego grafu nie
jest znany z géry. W problemach takich jak np. sudoku, kostka Rubika, puzzle
przesuwne, upakowania prostokatne czy chocby nawigowanie (dla odpowiednio
duzej mapy) graf jest po prostu eksplorowany przez algorytm w sposéb dynamiczny.
Przeszukiwanie rozpoczyna si¢ znajac tylko stan poczatkowy, a kolejne stany sa

2tzw. operacja poll na kopcu.

3Chodzi tu o uwzglednienie momentéw, w ktérych dochodzi do rozszerzania sie tablicy z kopcem.
Rozszerzanie ma koszt liniowy — O(n) — ale nastgpuje z czesto$cia wygaszang wyktadniczo, co
w zamortyzowanym przeliczeniu na jedna operacj¢ dodania oznacza koszt staty.

#Samo przypisanie ma koszt O(1), poniewaz znamy pozycje w kolejce, po czym nalezy naprawic
kopiec operacja heap up — koszt O(logn).
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poznawane stopniowo i wynikaja z procedury generowania potomkéw wzgledem
biezacego stanu. Co wigcej, nawet ewentualna znajomos$¢ doktadnej liczby stanéw
w petnym grafie mogtaby okazac si¢ nieprzydatna, jako ze liczby te sq zwykle
astronomicznych rzgdéw. Dla przyktadu liczba unikalnych rozwiazan sudoku dla
planszy 9 x 9 wynosi

6670903752021072936960 ~ 6.7 - 10%'. 2.1)

Program rozwiazujacy sudoku musi zapewnia¢ mozliwos¢ ewidencjonowania réz-
nych czastkowych wypetien planszy, stad tez nalezy wzia¢ pod uwage nastgpujaca
liczbe

81 1
) <8k ) =281 —=2417851639229258349412352 ~ 2.4 - 10**. (2.2)
k=0

czyli liczbe mozliwych podzbioréw zbioru 81-elementowego.

A zatem podejScia grafowe dla zadan stawianych w ramach sztucznej inteligen-
cji przeszukuja zwykle tylko pewien maty podzbidr calej przestrzeni przeszukiwan.
Oznacza to réwniez, ze implementacje z wykorzystaniem prostego tablicowania dla
wymienionych wczedniej elementéw nie sa mozliwe. W konsekwencji przyjmuje
si¢ zwykle, ze:

— wartoSci funkcji g (Iub innych funkcji kosztu) sa przechowywane wewnatrz

samych stanéw (jako wtasnos¢ / pole obiektu),

— zbiér Closed implementuje sie z uzyciem tablicy mieszajqcej® (ang. hash
table),

— nie zapamigtuje si¢ pozycji stan6w w zbiorze Open pozostajac przy standar-
dowej kolejce priorytetowej (co prowadzi do liniowych kosztéw sprawdzenia,
obecnosci oraz podmiany stanu)

— lub tez buduje si¢ nowa strukturg danych dla zbioru Open rozszerzajac kolejke
priorytetowa o pomocniczg tablicg mieszajaca kosztem pamigci (aby uniknaé
wspomnianej liniowej ztozonoSci obliczeniowej).

Zastosowanie tablic mieszajacych zachowuje ztozonos¢ stata — O(1) — naj-
istotniejszych operacji®, przy czym programista musi zdefiniowaé sposéb obliczania
wartoSci funkcji mieszajacej dla stanéw. Takie obliczenia moga odbywac si¢ na
podstawie zawartosci pol wewnatrz obiektu stan (i pewnej konkatenacji tych p6l)
lub na podstawie pewnej unikalnej napisowej reprezentacji obiektu stan’.

5zwanej takze mapq mieszajqcq (ang. hash map).

5Doktadniej: sprawdzenie obecnosci stanu — koszt O(1) w najgorszym przypadku, dodanie
nowego stanu — zamortyzowany koszt O(1) oraz O(n) w najgorszym przypadku.
"Np. w jezyku Java stosuje si¢ w tym zakresie zwykle metody toString() oraz hashCode ().
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2.3
23.1

Przeszukiwanie poinformowane

Best-first search

W pracy [Pea84] Judea Pearl zaproponowat takie podejscie do przeszukiwania,
w ktérym algorytm w pierwszej kolejnosci odwiedza i rozwija dalej zawsze najbar-
dziej obiecujacy — najlepszy — stan (ang. best-first).

Ocena, na ile dany stan s jest obiecujacy, odbywa si¢ poprzez pewna funkcje
heurystycznq, ktéra bedziemy oznaczaé przez h(s). Funkcja ta moze by¢ konstru-
owana na rézne sposoby. W ogdélnosSci wartoSci zwracane przez niag moga zalezeé
od:

informacji zawartej w samym stanie s (statyczny opis s),
informacji zebranej wzdtuz Sciezki przebytej az do s,

— og6lnej wiedzy o problemie,

— wlasnodci stanu bgdacego rozwiazaniem.

Doktadne kroki przeszukiwania za pomoca podejs$cia best-first prezentuje pseu-
dokod oznaczony jako Algorytm 4.

Algorytm 4 Best-first search

1. procedura BESTFIRSTSEARCH(s() > stan poczatkowy: so

2: Closed := 10 > pusty zbiér odwiedzonych stanéw
oblicz h(sg) > heurystyka wg podanego przepisu

4 ustaw pusty wskaznik z sg na jego rodzica

5 Open :={sop} > kolejka stanéw oczekujacych

6 dopoki Open # 0 wykonaj

7: pobierz (i usuii) z Open stan s 0 najmniejszej wartosci a(s) > operacja ,,poll”

8 jezeli s jest stanem koficowym to zwré¢ s > znaleziono rozwiazanie

9 wygeneruj zbidr stanéw {7} potomnych dla s
10: dla wszystkich r wykonaj

1 jezelit € Closed to kontynuuj od kolejnej iteracji >t juz odwiedzone
12 oblicz h(t)

13 ustaw wskaznik rodzica f na s

14: jezelir ¢ Open to

15 dodaj ¢t do Open

16 W przeciwnym razie
17: jezeli nowa warto$¢ h(t) jest mniejsza niz znana dotychczas to

18 zastap t w Open nowym egzemplarzem (aktualnie badanym)

19 uaktualnij pozycje t w Open

20 dodaj s do Closed

21 zZwro¢ wynik pusty > nie znaleziono rozwigzania

Zwyczajowo w przeszukiwaniu graféw przyjmuje sig, ze h(s) jest funkcja o
wartosciach nieujemnych (h(s) > 0), a wartosci bliskie zeru sugeruja bliskos¢ stanu
s do rozwigzania (do stanu docelowego). Nieformalnie mozna zatem trakowac h(s)
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jako funkcje odlegtosci, chociaz w sensie Scistym nie musi ona spetnia¢ wlasnosci
metryki.

Pewnego komentarza wymaga fragment algorytmu zawartych w liniach o nu-
merach 16-19. W tym fragmencie algorytm wykrywa, ze dla pewnego potomka
t jego inny egzemplarz istnieje juz w zbiorze Open, w zwiazku z tym algorytm
sprawdza, czy nowo obliczona warto$¢ h(r) jest mniejsza (lepsza) niz warto$¢ znana
dotychczas. Mozna zada¢ tu pytanie: czy funkcja heurystyczna moze zwracac rézne
wartoS$ci dla dwéch egzemplarzy tego samego stanu? W ogdlnosci odpowiedzZ na
to pytanie jest twierdzaca, i ma to miejsce np. gdy funkcja 4 nie jest wytacznie
funkcja samego opisu stanu s, a bierze pod uwage takze np. informacje zebrane
wzdtuz Sciezki od s¢ do s. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze takie przypadki naleza do
rzadkosci w praktyce i w wielu powszechnych zastosowaniach algorytmu best-first
search funkcja % jest projektowana jako funkcja stata dla r6znych egzemplarzy tego
samego stanu.

Przeszukiwania podejSciem best-first i heurystyki w nich stosowane sa zwykle za-
projektowane tak, aby osiagna¢ stan docelowy szybko, za pomoca dowolnej Sciezki.
Innymi stowy, algorytm best-first search nie koncentruje si¢ na jakiejkolwiek optyma-
lizacji §ciezki — nie dba o liczb¢ wykonanych manipulacji ani o koszt Sciezki. Tak
naprawde funkcja kosztu Sciezki przebytej (o znaczeniu réwnowaznym do funkcji g
w algorytmie Dijkstry) nie istnieje w algorytmie best-first search.

Przyktady heurystyk dla ,,puzzli przesuwnych”

Puzzle przesuwne (ang. sliding puzzle) to jednoosobowa ukladanka rekreacyjna
wymySlona przez Noyesa Chapmana w 1880 r. Gracz otrzymuje planszg¢ z ptaskimi
elementami — kafelkami, na ktdre naniesiony jest pewien obrazek lub cyfry. Kafelki
sa roztozone na siatce prostokatnej, najczesciej kwadratowej, przy czym jeden
z nich jest odjety stwarzajac puste miejsce, co pozwala na przesuwanie kafelkow
sasiednich. W stanie poczatkowym kafelki sa pomieszane, a zadaniem gracza
jest wykonanie takich przesunigé, ktére odtworza oryginalny uktad (obrazek lub
porzadek cyfr).

W przypadku kwadratowej siatki n x n kafelkéw, puzzle przesuwne bywaja
takze nazywane uktadanka n> — 1 (np. uktadanka 8, uktadanka 15), z uwagi na
odjety kafelek stuzacy do przesunigé, patrz rys. 2.2. Ukladanki 8-elementowe
sa stosunkowo tatwo rozwiazywalne przez dzieci. Z kolei niektére uktadanki
15-elementowe moga by¢ bardzo trudne dla dorostych i wymaga¢ nawet przy-
najmniej 50 ruchow.

Dodatkowo warto zwréci¢ uwage, ze w ,,ludzkiej” wersji tej uktadanki, po-
dobnie jak w przypadku kostki Rubika, nie wymaga si¢ od gracza, aby znalazt
minimalna sekwencj¢ przesuni¢é prowadzaca do rozwiazania. Tego typu wymég
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Rys. 2.2: Plansze uktadanki puzzle przesuwne (zrodto: Google Images).

mozna z kolei natozy¢ na program komputerowy rozwiazujacy puzzle przesuwne®.

W zaleznosci od tego, czy wymog ten obowiazuje czy nie, puzzle przesuwne mozna
rozwiazywac odpowiednio algorytmem best-first search lub A*, wykorzystujac
w obu przypadkach pewna funkcj¢ heurystyczna. Ponizej przedstawiamy przyktady
trzech takich funkcji [HMYS85].

Heurystyka ,kafelki na niewtasciwych miejscach” (ang. ,,misplaced tiles”)

Zgodnie ze swoja nazwa ta funkcja heurystyczna zwraca dla danego stanu s (czyli
dla planszy uktadanki reprezentowanej przez s) liczbe kafelkéw przebywajacych
na niewtasciwym miejscu, przy czym w zliczaniu nie bierze udziatu kafelek pusty
oznaczony zwykle numerem 0. Powyzszy sens jest na tyle prosty, Ze nie wymaga on
zadnego wzoru matematycznego, niemniej jednak przedstawiamy takowy ponizej,
migdzy innymi w celu utatwienia zrozumienia kolejnych heurystyk.

Niech s(i, j) oznacza numer kafelka stojacego na przecigciu i-tego wiersza
i j-tej kolumny (numerowanie od zera: i,j = 0,1,...,n— 1). Przyjmujemy, ze
prawidiowo utozona plansza (stan docelowy) czytana kolejno wierszami od géry do
dotu i od lewej do prawej przedstawia numery w porzadku: 0, 1,...,n> — 1. Wzér
heurystyki ,,misplaced tiles” zapisany jest ponizej jako suma jedynek z uzyciem
funkcji wskaznikowej (notacja [-] oznacza funkcje wskaznikowa zwracajaca 1, gdy
zdanie bedace jej argumentem jest prawdziwe, a O w przeciwnym razie):

h(s)= Y.} [s(i.j) #in+ ). (2.3)

0<i,j<n

$(i.J)#0

8Wprowadzenie tego dodatkowego wymogu powoduje, ze wskazanie najkrétszej $ciezki jest
w praktyce poza zasiggiem czlowieka.
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Heurystyka ,Manhattan”

Zamiast dolicza¢ +1 za kazdy kafelek na niewlasciwym miejscu, mozna uzy¢
doktadniejszej informacji opartej na odlegtosci takiego kafelka od jego miejsca
docelowego. Ze wzgledu na wykonywanie ruchéw tylko wzdtuz osi pionowej lub
poziomej wlasciwa tu jest metryka Manhattan (nazywana takze odlegtoscia miejska
Iub takséwkowa). Wiadomo przeciez, ze kazdy kafelek na niewtasciwym miejscu
musi pokonaé droge réwna przynajmniej odlegloSci Manhattan do wtasciwego
miejsca.

Traktujac lewy gorny naroznik planszy jako punkt (0,0), mozna tatwo obli-
czy¢ wspdtrzedne docelowe dla kafelka dowolnego numeru k z uzyciem dzielenia
catkowitego i reszty. Wsp6lrzedne te sa rowne (|k/n],k mod n), np. dla k =7 i
n =3 otrzymujemy (|7/3],7 mod 3) = (2,1) — 7-ka powinna leze¢ w wierszu nr
2 i kolumnie nr 1 (numerowanie od zera). A zatem wz6r heurystyki ,,Manhattan”
mozna zapisaé nastgpujaco:

h(s) =YY (li— [5G, j)/n]|+]j—s(,j) mod n|), (2.4)

0<i, j<n

s(1.))70

co wyraza sumg¢ odlegtosci Manhattan poszczegdlnych kafelkow od ich miejsc
docelowych (ponownie z pominigciem kafelka nr 0).

Heurystyka ,,Manhattan + konflikty liniowe” (ang. ,,Manhattan + linear con-
flicts”)

Hanson, Mayer i Yung — autorzy pracy [HMY85] po§wigconej konstruowaniu
heurystyk, zaobserwowali, ze w ocenie odlegtosci danego stanu puzzli przesuwnych
od rozwiazania wazna rolg odgrywaja tzw. konflikty liniowe. Zaproponowana przez
nich heurystyka zawiera (oprécz standardowego skladnika Manhattan) takze liczbg
konfliktéw liniowych pomnozona przez 2.

Czym jest konflikt liniowy? Przypusémy, ze goérny wiersz uktadanki
15-elementowej ma postac: 1,2,3,0. Kafelki w tym wierszu nie sa na swoim
miejscu, a suma odlegtosci Manhattan wynosi 3. W tym przyktadzie nie wystgpuja
zadne konflikty liniowe, poniewaz przesuwajac kafelek O trzykrotnie w lewo (lub
rOwnowaznie: przesuwajac lewego sasiada kafelka O na jego miejsce) otrzymu-
jemy prawidlowe utozenie kafelkéw w tym wierszu. Rozwazmy teraz inny uktad
w gérnym wierszu: 2,1,3,0. Ponownie suma odelgto$ci Manhattan wynosi 3,
jednak w tym przyktadzie wystepuje konlikt liniowy poniewaz kafelek 1 lezy
na prawo od kafelka 2. Innymi stowy, mniejszy numer nastgpuje po wigkszym.
W konsekwencji takiego uktadu podczas rozwiazywania jeden z kafelkéw bedacych
w konflikcie bedzie musiat (predzej czy pdZniej) by¢ przesunigtym do sasiedniego
wiersza i po pewnym czasie (m.in. po naprawieniu konfliktu) by¢ przesunigtym
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powrotnie do wlasciwego wiersza. Z tego wtasnie powodu kazdy konflikt liniowy
wymaga przynajmniej dwéch dodatkowych ruchéw.

Konflikty liniowe powinny by¢ zliczane zaréwno w wierszach jak i w kolum-
nach, przy czym musza by¢ zliczane starannie. Po pierwsze, konflikt liniowy moze
zachodzi¢ tylko pomiedzy numerami, ktére przebywaja we wlasciwym wierszu
(lub wtasciwej kolumnie). Np. w gérnym wierszu postaci 2,7, 3,0 nie zachodzi
konflikt liniowy pomigdzy 7 a 3, pomimo ze 7 > 3, poniewaz ten wiersz nie jest
wiasciwym dla kafelka 7. Po drugie, konflikéw nie nalezy zlicza¢ nadmiarowo.
Rozwazmy dwa przyktadowe uktady dla wiersza numer jeden (drugi wiersz od
géry), ktéry powinien zawiera¢ numery: 4,5,6,7. Uktad: 7,4,5,6 w tym wierszu
ma tak naprawdg jeden konflikt liniowy, pomimo ze 7 > 4,7 > 5,17 > 6. Wystarcza
bowiem przesunigcie kafelka 7 do sasiedniego wiersza i wprowadzenie powrotne
za kafelkiem 6 (po odpowiednich manipulacjach z wykorzystaniem kafelka 0).
Stad tez uktad: 7,6,5,4 ma trzy konflikty liniowe (7 ma konflikt z czymkolwiek na
prawo, 6 z czymkolwiek na prawo, i 5 z 4).

Aby podaé ostateczny wzor funkcji heurystycznej, zdefiniujmy zatem najpierw
Scile zbiory konliktéw liniowych dla poszczegélnych wierszy i kolumn. Niech R;
oznacza zbior konfliktéw liniowych w wierszu i, za$ C; zbi6r konflikéw liniowych
w kolumnie j:

R,‘(S) = {(i>j): I_S(l,‘])/}’lj =i, 3k>j t.z. I_S(i,k)/I’lJ =1, S(i7j) > S(i7k)}7 (2 5)
Ci(s)={(,j): s(i,j) mod n = j, s, t.z. s(k,j) mod n = j, s(i, j) > s(k, j)}. ’

Teraz funkcja heurystyczna o nazwie ,,Manhattan + konflikty liniowe” moze zosta¢
wyrazona wzorem

h(s)= Y ¥ (li— s, j)/nl|+|j—s(i, j) mod n|)

0<i,j<n
i )40
s(i,))# 2.6)
+2 Z #R,'(S) + Z #C](S) s
0<i<n 0<j<n

gdzie znak # oznacza moc zbioru.

Przyktady heurystyk dla sudoku

Sudoku to tamigtéwka polegajaca na uzupetnianiu cyfr w komdrkach pewnej plan-
szy. W najbardziej powszechnej wersji plansza sudoku jest kwadratowa siatka
komérek o wymiarach 9 x 9, w ktdérej wyréznione jest 9 wewnetrznych podkwadra-
tow, kazdy rozmiaréw 3 x 3. W stanie poczatkowym plansza jest tylko czg¢sciowo
wypelniona cyframi. Zadaniem osoby rozwiazujacej jest uzupetnié brakujace cyfry
w taki sposdb, aby wszystkie wiersze, kolumny i podkwadraty zawieraly wszystkie
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cyfry ze zbioru {1,2,...,9}. Powszechnie uznaje si¢, ze prawidtowo sformuto-
wane sudoku powinno by¢ jednoznaczne, tzn. prowadzi¢ do doktadnie jednego
rozwigzania.

Sudoku zostato spopularyzowane przez japofiska firme Nikoli w pdZnych la-
tach 80. Niektére Zrodta [Sho05; Wik19] sugeruja, ze tamigtéwke te oryginalnie
i anonimowo zaproponowal Howard Garns (amerykanski projektant uktadanek
z Indiany), i opublikowat po raz pierwszy 1979 r. w Dell Magazines pod nazwa
Number Place.

Uogdlnione na wigksze rozmiary sudoku mozna zdefiniowac nastgpujaco. Dana
jest plansza n> x n> komérek, zawierajaca n*> podkwadratéw (kazdy wymiaréw n x
n). Plansza jest czgSciowo wypelniona cyframi. Celem jest uzupetnienie brakujacych
cyfr w taki sposéb, aby wszystkie wiersze, kolumny i podkwadraty zawieraty
wszystkie cyfry ze zbioru {1,2,...,n%}. Tym samym tradycyjne sudoku odpowiada
przypadkowi n = 3. Dlan =4 i n =5 otrzymujemy wigksze sudoku, odpowiednio
16 x 16125 x 25. Z kolei n = 2 zadaje sudoku 4 x 4 przeznaczone dla dzieci.

W implementacji komputerowej plansza sudoku moze by¢ reprezentowana
jako dwuwymiarowa tablica, a niewiadome w poszczegdlnych komérkach jako
wartosci 0. W kolejnych akapitach bedziemy utozsamiaé s(i, j) € {0,1,...,n%}
z warto$ciami takiej wtasnie tablicy. Dwoma waznymi elementami, ktére musi
dobra¢ projektant programu do rozwiazywania sudoku, sa wybor funkcji heu-
rystycznej oraz wybdér sposobu generowania standw potomnych. Warto zwrécicé
uwage, ze ten drugi element nie jest zagadnieniem w przypadku uktadanki puz-
zle przesuwne — mechanika gry wymusza tam konkretny sposéb generowania
potomkéw. W przypadku sudoku teoretycznie mozna wybra¢ dowolna komoérke
zawierajaca niewiadoma, tj. (i, j) takie, ze s(i, j) = 0 i zamienia¢ 0 w kolejne nu-
mery ze zbioru {1,2,...,1n?}, generujac tym samym stany potomne, o ile tylko nie
prowadzi to do natychmiastowej sprzecznosci. Mozna domyslac si¢ jednak (a takze
sprawdzi¢ eksperymentalnie w ramach ¢wiczefi laboratoryjnych), ze wybo6r miejsca
do ,,podpigcia” stanéw potomnych bedzie wplywat na czasochtonnos¢ procesu
przeszukiwaniu.

Heurystyka ,liczba niewiadomych”
Bardzo prosta (lub wrecz prymitywna) heurystyke mozemy zdefiniowaé nastgpu-
jaco:

h(s)= Y.} [s(ij) = 0], 2.7)

0<i, j<n?

Poszukiwanie rozwiazania sudoku z uzyciem algorytmu best-first search oraz po-
wyzszej heurystyki zdegeneruje tak naprawde caty proces do algorytmu depth-first
search. Niemniej, odpowiedni wybdr komérki z niewiadoma w celu generowania



Przeszukiwanie grafow

234

potomkéw moze (pomimo prostoty tej heurystyki) i tak skutecznie ograniczac
btadzenie i prowadzi¢ algorytm stosunkowo szybko do rozwiazania.

Heurystyka ,,suma pozostatych mozliwosci”

Intuicyjnie dobrym pomystem wydaje si¢ odwiedzanie w pierwszej kolejnosci tych
standw sudoku, dla ktérych taczna liczba pozostatych mozliwosci wzigta po wszyst-
kich komérkach z niewiadomymi jest najmniejsza. Pomyst ten mozna przenies¢
na funkcje heurystyczna. Niech R; ;(s) oznacza zbiér pozostatych mozliwych cyfr
do wspisania w komérke s(i, j) po odjeciu ze zbioru {1,...,n*} cyfr juz wystepu-
jacych w wierszu i, kolumnie j oraz podkwadracie, ktéry zawiera komérke (i, j).
Heurystyke mozna wéwczas okresli¢ nastgpujaco:

h(s)= )Y #Ri;(s). (2.8)

0<i, j<n?

Przyktady dziatania algorytmu best-first search w procesie rozwiazywania su-
doku z uzyciem przedstawionych powyzej dwdch heurystyk znajduja sig
w punkcie 2.3.5.

A*

Algorytm A* zaproponowali Haart, Nilsson i Raphael w pracach [HNR68; HNR72].

Nieformalnie algorytm ten moze by¢ rozumiany jako polaczenie algorytméw Dijk-

stry i best-first search (lub jako ich ogdlniejszy wariant). Jest tak, poniewaz A*

uzywa zaréwno doktadnego kosztu g drogi przebytej jak i heurystycznego kosztu A.
Uscislajac, funkcja oceny decydujaca o porzadku pobierania stanéw ze zbioru

Open, ma w algorytmie A* postac:

f(s) = g&(s) +h(s), (2.9)

gdzie g(s) jest doktadnym kosztem (lub odlegtoscia) zaobserwowanym podrézujac
od stanu poczatkowego so az do stanu s, a h(s) jest heurystycznym oszacowaniem
kosztu pozostatego od stanu s do stanu docelowego. Jako ze h(s) jest sktadni-
kiem heurystycznym, to cata funkcja f(s) moze by¢ réwniez traktowana jako
heurystyczna. Pseudokod oznaczony jako Algorytm 5 prezentuje dokladne kroki
algorytmu A*.

W zastosowaniach zwiazanych z poszukiwaniem najkrétszej $ciezki (tj. Sciezki
o najmniejszym koszcie) kluczowym jest, aby funkcja & byla tzw. heurystykq
dopuszczalng (ang. admissible heuristics). Oznacza to, ze funkcja i nie moze
przeszacowywaé nieznanego prawdziwego kosztu pozostatego do celu.
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Algorytm 5 A*
1. procedura ASTAR(sq) > stan poczatkowy: so
2 Closed :== 0 > pusty zbidr odwiedzonych stanéw
k g(s0):=0 > koszt przebyty od startu
4 oblicz h(sg) > heurystyka wg podanego przepisu
5 Sf(s0) :=g(s0) +h(so) > suma decydujaca o porzadku pobierania z Open
6 ustaw pusty wskaznik rodzica dla sq
7 Open :={so} > kolejka stanéw oczekujacych
8 dopoki Open # (0 wykonaj
9 pobierz (i usuii) z Open stan s 0 najmniejszej wartosci f(s) > operacja ,,poll”
10 jezeli s jest stanem koricowym to zwré¢ s > znaleziono rozwigzanie
B wygeneruj zbidr stanéw {7} potomnych dla s
12 dla wszystkich  wykonaj
13: jezeli t € Closed to kontynuuj od kolejnej iteracji > ¢ juz odwiedzone
14: g(t):=g(s)+A(s —1)
15 oblicz h(r)

F(1) = () + A1)

17: ustaw wskaZnik rodzica ¢ na s

18 jezelit ¢ Open to

19: dodaj t do Open

20: W przeciwnym razie

21 jezeli nowa warto$¢ f(¢) jest mniejsza niz poprzednio znana to
zastap t w Open nowym egzemplarzem (aktualnie badanym)
23: uaktualnij pozycje t w Open

2 dodaj s do Closed

25 Zwré6é wynik pusty > nie znaleziono rozwiazania

Formalna definicja heurystyki dopuszczalnej jest nastgpujaca:

Definicja 2.3.1 — heurystyka dopuszczalna. Niech /*(s) oznacza funkcje
zwracajaca dla kazdego stanu s doktadny koszt pozostaty od s do stanu docelo-
wego s*. Méwimy, ze heurystyka /& jest dopuszczalna wtedy, i tylko wtedy, gdy:
Vs h(s) < h(s").

Oczywiscie funkcja h* jest w praktyce nieznana, ale istnieje. GdybySmy znali

funkcj¢ /¥, to racjonalnym bytoby uzywanie wtasnie jej zamiast innej funkcji 4.

Twierdzenie 2.3.1 Niech s* oznacza stan docelowy, a & dowolna heurystyke
dopuszczalna. Jezeli istnieje przynajmniej jedna Sciezka pomigdzy sg a s*, to al-
gorytm A* (Algorytm 5) gwarantuje znalezienie $ciezki najkrétszej — tj. Sciezki
0 najmniejszej wartosci kosztu g.

Dowadd. Algorytm A* zatrzymujac si¢ (linia nr 10) zwraca pewien egzemplarz
stanu s* o koszcie g(s*). Oczywiscie h(s*) = 0, poniewaz s* spelnia warunek stopu.
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Wiadomo, ze zbiér Open zachowuje niemalejacy wzgledem funkcji f porzadek
pobierania standw. Zatem dla wszystkich standw s przebywajacych w chwili stopu
w zbiorze Open spetniony jest warunek: f(s) > f(s*). Nalezy rozwazy¢ dwa przy-
padki. (1) Jezeli pewien stan s € Open spetnia warunek stopu, to A(s) = 0 ale
g(s) = g(s*), poniewaz f(s) > f(s*). Innymi stowy, s jest takze egzemplarzem
stanu koficowego, ale koszt jego $ciezki jest nietaiiszy niz koszt Sciezki skojarzonej
z s*. (2) Jezeli s nie spetnia warunku stopu, ale pozwala na dojécie do stanu docelo-
wego (istnieje $ciezka z s do s*) i aktualnie mamy, ze g(s) < g(s*), to ostateczna
Sciezka z wykorzystaniem s nie moze by¢ tafisza niz $ciezka stanu s*, jako ze h(s)
bedace dolnym ograniczeniem na koszt pozostaty wskazuje, ze g(s) + h(s) > g(s*),
poniewaz f(s) > f(s*). [ |

Uzytecznym w powyzszym kontescie jest takze pojecie heurystyki monotonicz-
nej (ang. monotonous heuristics).

Definicja 2.3.2 — ,,heurystyka monotoniczna”. Méwimy, ze heurystyka &
jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich par s,¢ (gdzie ¢ jest
potomkiem s) spetniony jest warunek:

f(s) < f(2), (2.10)

co mozna réwnowaznie zapisaé jako:

8(s) +h(s) < g(t) +h(),
h(s) < g(t) —g(s) +h(1), (2.11)
h(s) < A(s — 1)+ h(z).

+h
+h

Ostatnia nier6wnos$¢ mozna traktowaé jako swoisty wariant nieréwnosci trojkata
1 wypowiedzieé nastgpujaco. W wyniku dowolnego przejécia s — ¢, wartos$¢ heu-
rystyczna w punkcie s (sprzed przejScia) jest mniejsza lub réwna sumie kosztu
przejscia A(s — t) oraz wartoSci heurystycznej w punkcie ¢ (po przejsciu). A nie-
réwnos$¢ staje si¢ rownoscia tylko w tych przypadkach, gdy przechodzenie do celu
odbywa sig po linii prostej’.

Twierdzenie 2.3.2 Jezeli heurystyka 4 jest monotoniczna, to jest takze dopusz-
czalna.

Wynikanie w powyzszym twierdzeniu nie pracuje w ogélnosci w przeciwnym kie-
runku, co powodowatoby réwnowaznos¢ obu pojec. Tzn. mozna wskazac przyktady
heurystyk, ktére sa dopuszczalne, ale nie s3 monotoniczne.

9Linii prostej w sensie metryki skojarzonej z danym grafem.
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Dlaczego monotoniczno$¢ heurystyki jest uzyteczna wtasnoscia? Wyobrazmy
sobie, ze zetkng¢liSmy si¢ z pewnym nowym i trudnym problemem optymalizacyj-
nym, ktéry chcieliby§Smy rozwigzac podejsciem przeszukiwania grafu. Przypus$émy,
ze opracowaliSmy odpowiednia reprezentacje, definiujac, czym jest stan w naszym
problemie oraz w jaki spos6b generowaé stany potomne, a takze wpadliSmy na
kilka pomystéw opracowania réznych funkcji heurystycznych, kierujac si¢ intu-
icja. Niestety nie mamy pewnosSci, czy nasze heurystyki zagwarantuja znalezienie
rozwiazania optymalnego, czyli zwigzanego z najkrétsza $ciezka. Jezeli bedziemy
umieli udowodni¢ monotoniczno$¢ pewnej heurystyki, to automatycznie bgdzie
to implikowato jej dopuszczalno$¢, a co za tym idzie pewnosé, ze algorytm A*
znajdzie dla nas najkrétsza Sciezke zgodnie z Twierdzeniem 2.3.1.

Pokazemy, jak dziata ten mechanizm na przyktadzie heurystyki ,,kafelki na
niewlasciwych miejscach” (ang. misplaced tiles) w ukladance ,,puzzle przesuwne”
oméwionej w punkcie 2.3.2. Punktem wyjscia przy udowadnianiu monotonicznos$ci
heurystyki jest zawsze nieréwnos¢ (2.11).

Twierdzenie 2.3.3 Heurystyka ,kafelki na niewta$ciwych miejscach” jest mono-
toniczna.

Dowdéd. Nier6wno$¢ (2.11) musi zachodzi¢ dla wszystkich par: rodzic s, potomek ¢.
Zauwazmy, ze w wyniku przesunigcia pewnego kafelka (w miejsce puste) ponosimy
zawsze koszt 1 ruchu, tj. A(s — t) = 1, za$ wartos¢ funkcji heurystycznej Ah(t)
W stanie potomnym moze:
(a) pozosta¢ nie zmieniona wzgledem rodzica, h(r) = h(s), gdy przesuwany
kafelek byt i jest nadal na niewtasciwym miejscu, lub
(b) zwigkszy¢sigo 1, h(t) = h(s)+ 1, gdy przesuwany kafelek byt na wtasciwym
miejscu przed ruchem, lub
(c) zmniejszy¢sigo 1, h(t) = h(s) — 1, gdy przesuwany kafelek trafit na wtasciwe
miejsce w wyniku ruchu.
Przypadki (a) i (b) spetniaja (2.11) w formie Scistej nieréwnosci — odpowiednio:
h(s) < 14 h(s) oraz h(s) < 1+h(s)+ 1. Zas przypadek (c) spetnia (2.11) w formie
réwnosci: h(s) = 1+ h(s) — 1. [ |

Przemy¢lenie analogicznych dowodéw dla heurystyk ,,Manhattan” oraz ,,Manhattan
+ konflikty liniowe” pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Warto nadmienié, ze pierwotnie Haart, Nilsson i Raphael zaproponowali nieco
inna nazwe dla swojego algorytmu, mianowicie nazwe: A. Intencja byto rozréznie-
nie notacyjne wigzace heurystyki z algorytmami. Na przyklad, jezeli rozwazamy
dwie heurystyki & i h*, gdzie gwiazdka wskazuje optymalnos$¢ heurystyki (czyli jej
réownos$¢ z funkcja doktadnego kosztu), to algorytm uzywajacy A* mozna réwniez
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2.3.5

nazwa¢ optymalnym i oznaczaé jako A*. Co wigcej, optymalnos¢ takiego algo-
rytmu jest dwojaka. Po pierwsze, jest on najbardziej wydajny wsréd wszystkich
algorytméw A — tzn. odwiedza najmniej stanéw. Po drugie, dziata on tak samo
dobrze lub lepiej niz wszystkie inne algorytmy grafowe do znajdowania najkrét-
szych Sciezek (niekoniecznie z rodziny algorytméw A), ktére sa rownie dobrze
poinformowane, tj. poinformowane za pomoca funkcji 4*. Pierwotna idea nazewni-
cza autorow zatarta si¢ i wspotczesnie uzywa si¢ nazwy A* niezaleznie od uzytej
heurystyki.

Jak wspomniano wcze$niej, algorytmy Dijkstry i best-first search moga by¢ ro-
zumiane jako szczegdlne przypadki algorytmu A*. Wymuszenie w algorytmie A*
zerowego skladnika kosztu przebytego: Vs g(s) = 0, redukuje go do algorytmu
best-first search. Z kolei wymuszenie zerowej heurystyki: Vs h(s) = 0, redukuje
algorytm A* do algorytmu Dijkstry (w wariancie z jednym stanem korficowym).

Heurystyka zerowa (Vs h(s) = 0) jest w trywialny sposGb dopuszczalna.

Przyktady dziatania best-first search i A*

Sudoku

Na rysunkach 2.3, 2.4 przedstawiono grafy przeszukiwan wygenerowane przez algo-
rytm best-first search z uzyciem réznych heurystyk dla dwoch tamigtéwek sudoku
okreslanych jako trudne. Zachgcamy Czytelnika do powigkszenia przegladanych
ilustracji. Kolorem zéttym zaznaczono stan poczatkowy, a niebieskim koricowy.
Kolor szary oznacza stany odwiedzone (w zbiorze Closed), a czerwony stany ocze-
kujace (w zbiorze Open) w chwili stopu algorytmu. Kolor zielony wskazuje stany
bedace na Sciezce pomigdzy stanem poczatkowym a koicowym. Przy kazdej ilu-
stracji odnotowano rozmiary zbioréw Open i Closed w chwili stopu algorytmu,
a takze czas pracy'?. We wszystkich przypadkach stany potomne byly ,,zaczepiane”
w komérce o namniejszej liczbie pozostatych mozliwosci (w przypadku remiséw —
pierwsza napotkana taka komoérka idac od lewego gérnego naroznika planszy).

10EKsperymenty przeprowadzone na komputerze z procesorem Intel Xeon CPU E3-1505M v5 2.8
GHz (boost 3.7 GHz).
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best-first search best-first search
+,,liczba niewiadomych”  + ,,suma pozostalych mozliwosci”’
#Closed =222 #Closed = 304
#0pen = 14 #0pen =20
sudoku trudne czas: 7 ms czas: 16 ms
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Rys. 2.3: Grafy przeszukiwan dla tamigtdwki sudoku (frudne) wygenerowane przez
algorytm best-first search z uzyciem dwdch réznych heurystyk (Zrédto: opracowanie
wtasne).
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best-first search best-first search
+,,liczba niewiadomych” + ,,suma pozostatych mozliwosci”

#Closed = 418 #Closed = 381
#0pen = 41 #Open = 37

sudoku trudne czas: 19 ms czas: 16 ms
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Rys. 2.4: Grafy przeszukiwan dla tamigtdwki sudoku (frudne) wygenerowane przez
algorytm best-first search z uzyciem dwdch réznych heurystyk (zrédto: opracowanie
wtasne).
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Interesujacy dla sudokistéw przyktad stanowi sudoku o nazwie ,,Qassim Hamza”,

uwazane za przyktad bardzo trudny. Dane sa 22 wiadome, a trudnos$¢ wynika z ich
uko$nego utozenia w ramach podkwadratéw. Proces rozwigzywania, zaréwno roz-
wiazywania przez czlowieka jak i program komputerowy, wymaga w zwiazku z tym
duzej liczby zgadnigc (i wycofan z powodu §ledzenia btednych tropéw). Rys. 2.5
ilustruje grafy przeszukiwan dla sudoku ,,Qassim Hamza” wygenerowane podobnie
jak poprzednio algorytmem best-first search z uzyciem dwéch réznych heurystyk.
Tym razem réznica w liczbie odwiedzonych stanéw wypada istotnie na korzys$¢
heurystyki ,,liczba niewiadomych”. Heurystyka ,,suma pozostatych mozliwosci”
spowodowala zaskakujaco duzo biadzenia. Jej graf przeszukiwan zawiera ponad
5 tysigcy stanéw i dla czytelnoSci zostal wyrysowany w sposéb promienisty (stan
poczatkowy umieszczony centralnie, kolejne stany potomne oddalaja si¢ od Srodka
wraz z glgbokoscia), a stany zilustrowano jako punkty bez zawartosci.

best-first search best-first search
+ ,,liczba niewiadomych” + ,,suma pozostalych mozliwosci”’
#Closed = 525 #Closed = 5267
sudoku ,,Qassim Hamza” #0pen = 40 #Open = 452
(bardzo trudne) czas: 70 ms czas: 208 ms
® ok R[] k k[Q * ¥
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6 * *|§ * k[* * * \
%] k|%k 3 k[% 4 % NN i A
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Rys. 2.5: Grafy przeszukiwan dla sudoku ,Qassim Hamza” (bardzo trudne) wygene-
rowane przez algorytm best-first search z uzyciem dwdch réznych heurystyk (zrodto:
opracowanie wtasne).

Przyktady z rysunkéw 2.3-2.5 nie pozwalaja jednoznacznie wskazac lepszej
z dwéch testowanych heurystyk. Kazda z nich opiera si¢ na odmiennym pomysle
i moga istnie¢ specyficzne stany poczatkowe, ktére beda sprzyjajace dla kazdej
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z nich. Ogdlne rozstrzygnigcie, ktéra z heurystyk czesciej odwiedza mniejsza
liczbg stanéw, moze by¢ dokonane tylko poprzez odpowiednio duzy eksperyment
statystyczny (pomiary dla wielu réznych poczatkowych plansz sudoku).

@ Przypominamy, ze algorytm best-first search nie zwraca uwagi na funkcje kosztu g.
Opracowywane heurystyki nie musza by¢ zatem dopuszczalne ani nawet jakkolwiek
powiazane (co do jednostek lub skali) z warto$ciami funkcji g.

Sztuczny ,,graf geograficzny”
Rys. 2.6 przedstawia sztucznie stworzony graf przypominajacy sie¢ miast
1 drég. Graf zawiera 100 wierzchotkéw (miasta) zamknigtych w kwadracie jednost-
kowym i okoto 10% wszystkich mozliwych krawedzi (drogi). Koszty krawedzi sa
proporcjonalne do odlegtosci pomiedzy wierzchotkami w linii prostej z pewnymi
losowymi dodatnimi zaburzeniami. Rolg stanu poczatkowego petni wierzchotek w
lewym gérnym narozniku, a koficowego wierzchotek w prawym dolnym narozniku.
Rysunki 2.7a i1 2.7b ilustruja grafy przeszukiwan otrzymane dla sztucznego
grafu wejSciowego, wygenerowane odpowiednio przez algorytmy Dijkstry i A*.
Znajac wspotrzedne geograficzne mozemy algorytm A* poinformowad tj. wypo-
sazy¢ go w funkcje heurystyczng obliczajaca odlegtos¢ euklidesowa pomigdzy
dowolnym stanem a stanem docelowym. Taka informacja znaczaco redukuje liczbe
odwiedzonych stanéw podczas przeszukiwania. Obydwa badane algorytmy znalazty
najkrétsza Sciezke — sekwencje wierzchotkow: (0,18, 14,64,60,10,5,99) o kosz-
cie &~ 149.52, przy czym algorytm Dijkstry byt zmuszony odwiedzi¢ wszystkie 100
stanéw (w zwiazku ze skrajnym potozeniem stanéw poczatkowego i koiicowego),
podczas gdy algorytm A* odwiedzit tylko 18 stanéw!!.

Puzzle przesuwne
Rys. 2.8 ilustruje przyktady dziatania algorytmu A* stosujacego trzy rézne heu-
rystyki dla 8-elementowej uktadanki puzzle przesuwne o planszy poczatkowej
(0,3,2;4,7,8;1,5,6). W zwiazku z faktem, ze kazda z badanych heurystyk jest
dopuszczalna, algorytm w kazdym z trzech warianctéw znajduje Sciezke najkrotsza
zawierajaca 16 ruchéw (D,R,D,R,U,L,L,D,R,U,U,L,D,R,U,L). Jednocze$nie
mozna tatwo zauwazy¢, ze najprostsza heurystyka ,,kafelki na niewtasciwych miej-
scach” generuje najwigkszy graf przeszukiwar (lacznie zbiory Open i Closed zawie-
raja 672), a kolejne udoskonalone heurystyki ,,Manhattan” i ,,Manhattan + konflikty
liniowe” istotnie redukuja graf przeszukiwan (odpowiednio 106 i 78 standéw facznie
w Open i Closed).

W odréznieniu od obserwacji dotyczacych algorytmu best-first search i heury-
styk dla sudoku (gdzie cigzko byto o wskazanie heurystyki lepszej), w przypadku

1118 stanéw w zbiorze Closed, a 38 w zbiorze Open w chwili stopu
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Rys. 2.6: Sztuczny ,graf geograficzny” z losowym potozeniem 100 wierzchotkdw w
kwadracie jednostkowym (zrédto: opracowanie wtasne).

algorytmu A* mamy pewnos¢, ze kolejne heurystyki monotoniczne niosace coraz
bardziej doktadng informacj¢ o prawdziwym koszcie beda regularnie zmniejszaty
czas pracy algorytmu i jego tendencje do btadzenia. Prawidtowos¢ tg¢ mozna tatwo
zrozumie¢ w nastgpujacy sposob. Niech hy, hy, h3 oznaczaja kolejno heurystyki ,,ka-
felki na niewtasciwych miejscach”, ,,Manhattan” i ,,Manhattan + konflikty liniowe”.
Dla kazdego stanu s prawdziwy jest ciag nieréwnosci

0 < hi(s) < hals) < ha(s) < h*(s), (2.12)

gdzie h*(s) reprezentuje nieznang funkcje kosztu doktadnego. Lewym skrajem
tego ciagu jest wartos¢ 0, ktéra mozna utozsamiaé z brakiem heurystyki, czyli
brakiem informacji nakierowujacej na cel (tak jak ma to miejsce w algorytmie
Dijkstry). Taka sytuacja oznacza remis pomigdzy wszystkimi stanami o takiej samej
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(a) graf przeszukiwan dla grafu z rys. 2.6 wygenerowany przez algorytm Dijkstry

[T T - -
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(b) graf przeszukiwan dla grafu z rys. 2.6 wygenerowany przez algorytm A*
uzywajacy odlegltosci euklidesowej jako heurystyki

Rys. 2.7: Grafy przeszukiwan wygenerowane przez algorytmy Dijkstry i A* dla grafu z
rys. 2.6 (zrédto: opracowanie wtasne).

wartosci kosztu przebytego g(s). Stopniowe przesuwanie si¢ po powyzszym ciagu
nieréwnosci w prawo jest tozsame z udoskonalaniem informacji nakierowujacej
na cel. Jednoczesnie towarzyszy temu redukcja liczby remiséw w ocenie standow
w trakcie pracy algorytmu — innymi stowy sumy g(s) + h(s) rozrézniaja coraz
lepiej pojawiajace si¢ stany potomne z uwagi na uzywanie heurystyk o coraz
wigkszych wartoSciach (ale nie przeszacowujacych kosztu prawdziwego). Prawa
skrajnos¢ (tj. uzywanie funkcji £*) oznacza najmniejsza mozliwa liczbe remisow w
ocenie stanéw. Tak naprawde remisy moga si¢ wéwczas pojawic tylko w przypadku
istnienia dwdch (lub wigcej) alternatywnych Sciezek o tym samym minimalnym
koszcie.

(D Funkcje heurystyczne o wyzszych wartoSciach (o ile tylko nie przeszacowuja praw-
dziwego kosztu do celu) oznaczaja krétsza prace algorytmu A* — mniejsze tendencje
do btadzenia.
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A* + ,kafelki na niewlasciwych miejscach”

#O0pen +#Closed = 672, czas: 34 ms

':'7: 77:::”7 7

s

A* + ,,Manhattan”
#0pen + #Closed = 106, czas: 21 ms

A* + ,,Manhattan + konflikty liniowe”

#Open +#Closed =78, czas: 16 ms

Rys. 2.8: Grafy przeszukiwan dla uktadanki puzzle przesuwne (0,3,2;4,7,8;1,5,6) wy-
generowane za pomocg algorytmu A* i trzech réznych heurystyk. (zrédto: opraco-
wanie wtasne).

Warto w tym miejscu takze zwréci¢ uwage na mozliwos$¢ przeprowadzenia
nastepujacego ciekawego eksperymentu. W ogélnosci dla puzzli n*> — 1 istnieje
n!/2 rozwiazywalnych uktadéw planszy [RN09]. W szczegdlnosci dla n = 3 jest to
9!/2 = 181440 uktadéw. Liczba ta jest na tyle mata, ze mozliwe jest skonstruowa-
nie funkcji kosztu doktadnego 4™ w formie stablicowanej dla n = 3. Przygotowanie
takiej tablicy moze by¢ przeprowadzone np. z wykorzystaniem algorytmu A* i do-
wolnej niedoskonatej funkcji heurystycznej (np. ,,Manhattan + konflikty liniowe”).
Nalezatoby uruchomi¢ algorytm A* dla kazdego z 9!/2 uktadéw poczatkowych
(oznaczmy taki pojedynczy uklad przez sp), a zaobserwowany wynikowy koszt
g(s*) najkrétszej Sciezki odtozy¢ do tablicy (np. tablicy mieszajacej) — tj. przy-
pisac h*(sg) := g(s*). Tak przygotowana tablica mogtaby stuzy¢ jako heurystyka
optymalna do ponownego rozwiazywania uktadanek dla n = 3 bez btadzenia.

Na koniec tego punktu przedstawiamy rys. 2.9 jako przyktad por6wnania dzia-
fania algorytméw A* i best-first search uruchomionych dla tej samej uktadanki
puzzli przesuwnych (0,3,2;4,7,8;1,5,6), prezentowanej wczesniej. Jak mozna



B Przeszukiwanie graféw

2.3.6

A* + ,,Manhattan + konflikty liniowe” best-first search + ,,Manhattan + konflikty liniowe”
#0pen +#Closed = 78, czas: 16 ms #0pen +#Closed = 41, czas: 13 ms

dtugos¢ Sciezki: 16 dtugos¢ Sciezki: 18

!g

Rys. 2.9: Poréwnanie dziatanie algorytmdow A* i best-first search dla tej samej ukta-
danki ,puzzle przesuwne”. (Zrédto: opracowanie wtasne)

zauwazy¢ algorytm best-first search dociera szybciej do stanu docelowego, od-
wiedzajac mniej standéw, przy czym znajduje Sciezke nieoptymalng ztozona z 18
ruchéw: (R,D,D,R,U,L,U,L,D,D,R,U,U,L,D,R,U,L).

Majac do dyspozycji pewna funkcje heurystyczna mozemy poszukiwaé rozwigzania
zaréwno algorytmem best-first search jak i A*. Wybér algorytmu powinien by¢
podyktowany tym, czy zalezy nam na szybkim dotarciu do rozwigzania jakakolwiek
Sciezka (best-first search) czy tez na znalezieniu najkrétszej Sciezki (A*).

Algorytmy A* generuja szersze i ptytsze grafy przeszukiwan niz algorytmy best-first
search dla tych samych probleméw.

IDA*

Dla niektérych problemdéw generowany graf przeszukiwan moze by¢ bardzo duzy,
w zwiazku z czym algorytm A* moze napotkac na problemy nadmiernego zuzycia
pamigci. Liczba stanéw w zbiorach Open i Closed moze potencjalnie wyczerpac
cala dostepna pamigé RAM.



2.3 Przeszukiwanie poinformowane

Algorytm o nazwie Iterative Deepening A* (IDA*)!'? zaproponowany przez
Korfa [Kor85] moze by¢ postrzegany jako wariant algorytmu A* o matym zuzyciu
pamigci. IDA* nie przechowuje ewidencji stanéw odwiedzonych, tj. nie uzywa
zbioru Closed. W trakcie pracy w pamigci przechowywane sa tylko stany prze-
bywajace na §ciezce, ktéra aktualnie algorytm bada. W zaleznosci od sposobu
implementacji, IDA* moze uzywa¢ matego zbioru Open (implementacja niereku-
rencyjna z uzyciem gtéwnej petli) lub tez nie uzywa wcale zbioru Open (imple-
mentacja rekurencyjna). Oczywiscie, niskie zuzycie pamigci nie przychodzi ,,za
darmo” — algorytm IDA* jest wolniejszy niz A*, poniewaz odwiedza wiele stanéw
wielokrotnie.

Gtéwny pomyst dziatania IDA* mozna naszkicowa¢ nastgpujaco. Na samym
poczatku, algorytm oblicza warto$¢ heurystyki dla stanu poczatkowego — h(so),
i tym samym ustala tzw. horyzont przeszukiwari H = f(so) = 0+ h(so). Nastepnie,
wychodzac od stanu poczatkowego, algorytm podaza ré6znymi Sciezkami w stylu
zblizonym do przechodzenia technika depth-first. Jezeli algorytm napotka na stan
koficowy w ramach ustalonego horyzontu (tj. obserwowany koszt g napotkanego
stanu jest mniejszy lub réwny H), to zatrzymuje si¢ zwracajac stan koficowy wraz
ze skojarzong z nim Sciezka. Za kazdym razem, gdy algorytm osiaga pewien stan
poza horyzontem przeszukiwan, taki stan nie jest rozwijany dalej (jego potomkowie
nie sa generowani), przy czym algorytm moze wykorzystac¢ koszt zaobserwowany
dla tego stanu i jego heurystyke w celu ustalenia nowego horyzontu przeszukiwan
H'. Mé6wiac SciSlej, nowy horyzont przeszukiwai zostaje zdefiniowany jako:

/ .

H - ?(1;)11>H}f(s). (2.13)
Ostatecznie, gdy wszystkie Sciezki siggajace poza dotychczasowy horyzont H zo-
stang wyczerpane, to algorytm pogftebia horyzont przeszukiwan poprzez przypisanie
H := H' i caly proces powtarza si¢.

Ponizej przedstawiamy dwa pseudokody algorytmu IDA* rézniace si¢ sposo-
bem implementacji (rekurencyjna i petlowa).

W celu zobrazowania zyskow i strat zwigzanych z uzyciem algorytmu IDA*
przedstawiamy tabele 2.1. Stanowi ona poréwnanie dziatania algorytméw IDA*
i A* dla pigciu wybranych uktadanek ,,puzzle przesuwne” dla przypadku n = 4.
Uktadanki wybrano na podstawie informacji z pracy [HMY85] Hanssona, Mayera
1 Yunga. Przy kazdym uruchomieniu pami¢¢ RAM dostgpna dla procesu zostata
celowo ograniczona do 2 GB. Wyczerpanie tego limitu powodowato nieprawidtowe
zatrzymanie si¢ programu.

Jak mozna zauwazy¢, algorytm IDA* zakonczyt si¢ powodzeniem w kazdym
z pigciu uruchomien, przy czym niekiedy wigzalo si¢ to z bardzo dtugimi czasami

1Zjteracyjnie pogtebiane A*
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Algorytm 6 Rekurencyjny IDA*

I: procedura RECURSIVEITERATIVEDEEPENINGA STAR(s()

o gls0) =0

3: oblicz h(sp)

4 f(s0) :==g(s0) +h(so)

5 ustaw pusty wskaznik na rodzica dla sg
6: H := f(s0)

7 dopoki prawda wykonaj

8 (s,H") :=SEARCH(sg, H)

o: jezeli s # null to zwréé s

10: jezeli H' = oo to zwré¢ null

T H:=H'

12: procedura SEARCH(s, H)

i3 jezeli f(s) > H to zwré¢ (null, f(s))

> poczatkowy horyzont przeszukiwan

14 Jezeli s jest stanem koricowym to zwré¢ (s, g(s))

15 H =00
16 wygeneruj zbior stanéw {¢} potomnych dla s
17 dla wszystkich r wykonaj

18 g(t):=g(s)+A(s—1)

19 f(t) :=g(t)+h(1)

20: (u,H") :=SEARCH(t, H)

21 jezeli u # null to zwréé (u,g(u))
2 H':=min{H ,H"}

zwré6¢ (null, H')

> stan poczatkowy: sq
> koszt przebyty od startu
> heurystyka wg podanego przepisu

> znaleziono rozwiazanie

> nie znaleziono rozwigzania

> znaleziono rozwiazanie

> znaleziono rozwiazanie

> poglebianie horyzontu

Tabela 2.1: Poréwnanie dziatania algorytmdw IDA* i A* dla wybranych uktadanek

puzzle przesuwne dia n = 4.

A*
stan dtugos¢ IDA* IDA* stanow A*
nr poczatkowy $ciezki |odwiedzonych|czas [s] odwiedzonych czas [s]
i oczekujacych
8514,7,13,10,1,2,9,6,12,8,14,5,3,0,11,15| 44 1.5-107 12.3 1.7- 105, 1.6-105 0.9
5 14,7,14,13,10,3,9,12,11,5,6,15,1,2,8,0| 56 2.6-107 20.4 1.6- 106, 1.4-10° 11.7
2 113,5,4,10,9,12,8,14,2,3,7,1,0,15,11,6| 55 3.8-107 31.2 2.6- 1067 2.1-10° 26.9
brak RAM (2 GB) przy:
54/12,11,0,8,10,2,13,15,5,4,7,3,6,9,14,1| 56 1.9-108 150.5 | 3.1-10°, 2.5-10° —
brak RAM (2 GB) przy:
1 [14,13,15,7,11,12,9,5,6,0,2,1,4,8,10,3| 57 2.5-108 212.3 3.4- 106, 2.8-10° —

wykonania (nawet rzgdu 2-3 minut). Algorytm A* pracowat istotnie krdcej, przy
czym w dwoch ostatnich przypadkach doprowadzit do nieprawidtowego zakoricze-
nia, wyczerpujac catg dostgpna pamigé RAM.



2.3 Przeszukiwanie poinformowane

Algorytm 7 IDA*
I: procedura ITERATIVEDEEPENINGASTAR(s() > stan poczatkowy: so
2 g(s9):=0 > droga przebyta od startu
oblicz h(sg) > heurystyka wg podanego przepisu

28

f(s0) == g(s0) +h(so)
ustaw pusty wskaznik na rodzica dla sq

Open :={so} > kolejka stanéw oczekujacych
H := f(sg), H := o0 > poczatkowy i nastgpny horyzont
dopoki Open # 0 wykonaj

pobierz (i usuii) z Open stan s 0 najmniejszej wartosci f(s) > operacja ,,poll”

jezeli g(s) > H to
H':=min{H', f(s)}
jezeli Open =0 to
H:=H', H := o0, Open := {5} > poglebianie horyzontu
kontynuuj od nastepne;j iteracji
jezeli s jest stanem koficowym to zwré¢ s > znaleziono rozwiazanie
wygeneruj zbior stanéw {¢} potomnych dla s
dla wszystkich 1 wykonaj
8(1) :=g(s) +A(s = 1)
oblicz h(t)
F(6) == g() +h(t)
ustaw wskaZnik rodzica t na s
jezelit ¢ Open to
dodaj t do Open
W przeciwnym razie
jezeli nowy koszt g(r) jest mniejszy niz znany dotychczas to
zastap t w Open nowym egzemplarzem (aktualnie badanym)
uaktualnij pozycje t w Open
zwroc¢ null > nie znaleziono rozwigzania
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Cwiczenia laboratoryjne (Java + biblioteka SaC)

Cwiczenie 2.1 Napisz program rozwiazujacy famigtéwke sudoku z wykorzystaniem

algorytmu best-first search i heurystyki ,,liczba niewiadomych”. Wskazéwki: napisz

klasg Sudoku reprezentujaca stan planszy sudoku (klasa powinna by¢ ogdlna, tzn. powinna

pozwalaé na reprezentacje plansz sudoku dowolnych rozmiaréw n? x n?, domyslnie n = 3) —
wybierz odpowiedni typ tablicowy; przygotuj konstruktor domyslny i konstruktor kopiujacy;

przygotuj metody pozwalajace na: zwrdcenie napisowej reprezentacji stanu — toString(),
wczytanie sudoku w wersji 9 X 9 z napisu, sprawdzenie poprawnosci planszy, zliczenie

liczby niewiadomych; wykonaj dziedziczenie z klasy sac.graph.GraphStateImpl; do-
starcz implementacje metod isSolution() oraz generateChildren(...) (generujac stany

potomne mozna wybra¢ dowolna komoérke tablicy z niewiadoma); zaimplementuj klase

reprezentujaca heurystyke ,,liczba niewiadomych” (klasa heurystyki powinna dziedziczy¢

po klasie sac.StateFunction i zawiera¢ implementacje metody calculate(...)); pode-
pnij heurystyke do klasy Sudoku za pomoca metody statycznej setHFunction(...); w celu

identyfikacji stanéw w zbiorze Closed dostarcz implementacj¢ metody hashCode (), zwra-
cajac kod mieszajacy na podstawie napisowej reprezentacji planszy (zapoznaj si¢ ze stan-
dardowym dzialaniem metody hashCode () na rzecz obiektow klasy java.lang.String);

napisz wlaSciwy program w metodzie main(...), a w nim stwérz poczatkowy stan su-
doku zasilony z napisu i uruchom rozwigzywanie sudoku z wykorzystaniem algorytmu

reprezentowanego przez klas¢ sac.graph.BestFirstSearch; sprawdZ prawidlowos$¢ dzia-
fania dla kilku przyktadéw; poza rozwiazaniem wypisz dodatkowo na ekran inforamcje

na temat: czasu rozwiazywania, liczby stanéw w zbiorach Open i Closed w chwili stopu.
Przyktadowe plansze sudoku 9 x 9 w formie tekstowej mozna znalez¢ np. pod adresem:
https://projecteuler.net/project/resources/p096_sudoku.txt.

Cwiczenie 2.2 Modyfikujac odpowiednio poczatkowa plansze sudoku znajdz wigcej
niz jedno rozwiazanie (wykorzystaj program z Cwiczenia 2.1). Wskazowki: wykorzystaj
klasg sac.graph.GraphSearchConfigurator, zmieniajac tak warunek stopu, aby algorytm
zatrzymywat si¢ dopiero po napotkaniu 2 rozwiazan; wykryj drugie rozwiazanie, odbierajac
stopniowo wiadome z poczatkowej planszy sudoku i uruchamiajac program rozwiazujacy
(uwaga: obserwuj po kazdym uruchomieniu liczby stanéw w zbiorach Open i Closed);
ponownie zmien nastawy konfiguracyjne, zadajac aby algorytm zatrzymat si¢ po napotkaniu
maksymalnej mozliwej liczby rozwiazan (stata: Integer .MAX_VALUE).

Cwiczenie 2.3 Wypisz na ekran wszystkie rozwiazania sudoku dla planszy 4 x 4 (wy-
korzystaj program z Cwiczenia 2.1). Wskazéwka: zmniejsz odpowiednio wymiarowos¢
plansz i wykorzystaj do§wiadczenia z Cwiczenia 2.2.


https://projecteuler.net/project/resources/p096_sudoku.txt

2.4 Cwiczenia laboratoryjne (Java + biblioteka SaC)

Cwiczenie 2.4 Przyspiesz program rozwiazujacy sudoku poprzez zwigkszenie wy-
dajnosci reprezentacji napisowych i generowania kodéw mieszajacych. Wskazowki:
w metodzie toString() wykorzystaj klase¢ java.lang.StringBuilder do budowania na-
pis6w zamiast standardowej klasy java.lang.String i operatora +; rozwaz mozliwos¢
generowania kodéw mieszajacych bezposrednio na podstawie zawartosci tablicy z plansza
— patrz java.util.Arrays.hashCode(...) (uwaga: zwr6¢ uwage na wymiarowos¢ tablic);
zmierz uzyskane przyspieszenia (zadajac przeszukiwanie wymagajace czasowo) i sprawdz
prawidtowos$¢ wynikow.

Cwiczenie 2.5 Ulepsz program rozwiazujacy sudoku poprzez generowanie potom-
kéw w ,,komérce minimalnej”’. Wskazowki: uzupetnij klasg Sudoku o odpowiednig struk-
turg, ktéra pozwoli §ledzi¢ pozostate mozliwosci (cyfry) dla kazdej komorki planszy;
generujac stany potomne w metodzie generateChildren() wybieraj jedna z komdrek
0 najmniejszej liczbie pozostatych mozliwosci; pamigtaj o kopiowaniu informacji o po-
zostaltych mozliwosciach w konstruktorze kopiujacym; poréwnaj dziatanie nowej i starej
wersji programu rozwiazujacego (czasy wykonania, liczba odwiedzanych stanéw).

Cwiczenie 2.6 Zaimplementuj dodatkowa heurystyke ,,suma pozostalych mozli-
wosci” do programu rozwiazujacego sudoku. Wskazowki: wykorzystujac dodatkowe
informacje wprowadzone do klasy Sudoku w Cwiczeniu 2.5 zaimplementuj dodatkowa
funkcje heurystyczna ,,suma pozostaltych mozliwosci”’; poréwnaj dzialanie obu heurystyk
na kilku przyktadach (czasy wykonania, liczba odwiedzanych stanéw); przygotuj wigkszy
eksperyment statystyczny w ramach metody main(. . .), ktéry poréwna dwie heurystyki
dla przynajmniej 100 przyktadéw (w petli podpinaj naprzemiennie heurystyki metoda
setHFunction(...) dla kazdej planszy poczatkowej).

Cwiczenie 2.7 Napisz program rozwiazujacy ukladanke ,,puzzle przesuwne”
z wykorzystaniem algorytmu A* oraz heurystyk ,,kafelki na niewlasciwym miejscu”
i ,Manhattan”. Wskazéwki: napisz klas¢ SlidingPuzzle reprezentujaca stan planszy
uktadanki ,,puzzle przesuwne”, postepujac zgodnie z ogélnymi wytycznymi z Cwiczenia
2.1 (parametryzowana wymiarowos$¢, konstruktory, toString (), hashCode (), dziedzicze-
nie z klasy GraphStateImpl itd.); przygotuj metode wykonujaca pojedynczy ruch oraz
metode generujaca pomieszang planszg (do wielokrotnego wykonywania losowych ru-
chéw wykorzystaj obiekt klasy java.util.Random); generujac stany potomne w metodzie
generateChildren() uzyj na rzecz kazdego potomka metody setMoveName(. ..), pozwa-
lajacej nada¢ mu nazwe¢ wg kierunku wykonanego ruchu, np. L, R, U, D (bgdzie to przydatne
dalej przy wypisie §ciezki ruchow); przygotuj dwie klasy reprezentujace heurystyki ,.kafelki
na niewlasciwym miejscu” i ,,Manhattan”; przygotuj dwa warianty metody main(...) —
wariant pierwszy pozwalajacy rozwigzac pojedyncza uktadanke za pomoca algorytmu A*
(klasa sac.graph.AStar) i wypisa¢ dla niej Sciezke ruchéw, oraz wariant drugi wykonu-
jacy statystyczne poréwnanie dwéch heurystyk; w ramach drugiego wariantu wygeneruj
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100 losowych plansz poczatkowych (kazda pomieszana za pomoca 1000 ruchéw) i kazda
z nich rozwiaz dwukrotnie przetaczajac si¢ pomigdzy heurystykami — setHFunction(. . .),
oblicz i wyswietl $rednig liczbg stanéw odwiedzanych przez kazda z heurystyk oraz Srednie
czasy wykonan.

Cwiczenie 2.8 Poréwnaj dziatanie algorytméw A* i best-first search rozwiazuja-
cych ,,puzzle przesuwne”. Wskazéwki: wykonaj eksperyment statystyczny (analogicznie
jak w Cwiczeniu 2.7) rozwiazujac kazda z plansz poczatkowych dwukrotnie algoryt-
mami A* i best-first search (przy ustalonej heurystyce); podmiang klasy z algorytmem
mozna ,,zautomatyzowaé” poprzez uzycie referencji na obiekt ogélnej klasy o nazwie
sac.graph.GraphSearchAlgorithm i odpowiednie podstawianie do niego obiektéw klas
sac.graph.AStar lub sac.graph.BestFirstSearch przebywajacych np. w dwuelemento-
wej tablicy (petla po algorytmach); w ramach poréwnania obserwuj: §redni czas, Srednia
liczbe odwiedzanych stanéw, i Srednig dtugo$¢ znalezionej Sciezki.

Cwiczenie 2.9 Zaimplementuj trzecia heurystyke ,,Manhattan + konflikty liniowe”
do programu rozwiazujacego ,,puzzle przesuwne. Wskazéwki: zaimplementuj dodat-
kowa trzecia funkcje heurystyczna ,,Manhattan + konflikty liniowe”, ktéra doliczy do
podstawowego sktadnika Manhattan dwa ruchy za kazdy obecny na planszy konflikt
liniowy (uwaga: zgodnie z informacjami podanymi w sekcji 2.3.2, zlicz konflikty li-
niowe w wierszach i kolumnach bez nadmiarowosci); poréwnaj dziatanie nowej heurystyki
z poprzednimi poprzez odpowiedni eksperyment statystyczny (analogicznie jak w Cwicze-
niu 2.7).

Cwiczenia laboratoryjne (C# + biblioteka AlSearch)

Cwiczenie 2.10 Napisz program rozwiazujacy lamiglowke sudoku z wykorzysta-
niem algorytmu best-first search i heurystyki ,,liczba niewiadomych”. W trakcie im-
plementacji nalezy utworzy¢ dwie klasy potomne SudokuState.cs i SudokuSearch.cs
dziedziczace odpowiednio po klasach bazowych State.cs i BestFirstSearch.cs. Klasa
SudokuState bedzie reprezentowaé pojedynczy stan planszy sudoku. Zadaniem klasy
SudokuSearch bedzie zastosowanie algorytmu best-first search do rozwiazania konkretne;j
planszy Sudoku. Dobra praktyka programowania méwi, ze pojedynczy plik powinien zawie-
ra¢ w sobie implementacj¢ pojedynczej klasy. Szczegétowe wskazowki implementacyjne
zamieszczonowo w dodatku 11.2. Nalezy przetestowa¢ dzialanie algorytmu best-first search
dla kilku przyktadowych sudoku. Poza rozwigzaniem nalezy wyswietli¢ r6zne informa-
cje na temat pracy algorytmu w momencie zatrzymania: liczba stanéw w zbiorach Open
1 Closed, czas pracy.



2.5 Cwiczenia laboratoryjne (C# + biblioteka AlSearch)

Cwiczenie 2.11 Modyfikujac odpowiednio poczatkowa plansze sudoku znajdz wie-
cej niz jedno rozwiazanie (wykorzystaj program z Cwiczenia 2.10). Wskazéwki: zmo-
dyfikuj konstruktor klasy SudokuSearch aby konstruktor klasy bazowej otrzymywat infor-
macje o liczbie rozwiazan do odnalezienia:

public SudokuSearch(SudokuState state, int
numberOfSolutions) : base(state, numberOfSolutions) { }

Wykryj drugie rozwigzanie, odbierajac stopniowo wiadome z poczatkowej planszy sudoku
i uruchamiajac program rozwigzujacy (uwaga: obserwuj po kazdym uruchomieniu liczby
stanéw w zbiorach Open i Closed). Przetestuj program zadajac aby algorytm zatrzymat si¢
po napotkaniu maksymalnej mozliwej liczby rozwiazan (stata: int .MaxValue).

Cwiczenie 2.12 Wypisz na ekran wszystkie rozwiazania sudoku dla planszy 4 x 4
(wykorzystaj program z Cwiczenia 2.10). Wskazéwka: zmniejsz odpowiednio wymiaro-
wos$¢ plansz i wykorzystaj do§wiadczenia z Cwiczenia 2.11.

Cwiczenie 2.13 Ulepsz program rozwiazujacy sudoku poprzez generowanie po-
tomkow w ,,komoérce minimalnej”. Wskazowki: uzpetnij klasg potomng dziedziczaca po
klasie State o odpowiednig strukture, ktéra pozwoli §ledzi¢ pozostate mozliwosci (cyfry)
dla kazdej komérki planszy. Generujac stany potomne w metodzie buildChildren() wybie-
raj jedna z komdrek o najmniejszej liczbie pozostatych mozliwosci. Pamigtaj o kopiowaniu
informacji o pozostatych mozliwosciach do stanéw potomnych. Por6wnaj dziatanie nowe;j
i starej wersji programu rozwiazujacego (czasy wykonania, liczba odwiedzanych stanéw).

Cwiczenie 2.14 Zaimplementuj dodatkowa heurystyke ,,suma pozostalych mozli-
wosci” do programu rozwiazujacego sudoku. Wskazéwki: wykorzystujac dodatkowe
informacje wprowadzone do klasy Sudoku w Cwiczeniu 2.13 zaimplementuj dodatkowa
funkcje heurystyczna ,,suma pozostatych mozliwosci”. Poréwnaj dziatanie obu heurystyk
na kilku przyktadach (czasy wykonania, liczba odwiedzanych stanéw). Przygotuj wigkszy
eksperyment statystyczny w ramach metody Main, ktéry poréwna dwie heurystyki dla
przynajmniej 100 przyktad6w.

Cwiczenie 2.15 Napisz program rozwiazujacy ukladanke ,,puzzle przesuwne”
z wykorzystaniem algorytmu A* oraz heurystyk ,,kafelki na niewlasciwym miej-
scu” i ,,Manhattan”. Wskazéwki: nalezy utworzy¢ dwie klasy potomne PuzzleState.cs
1 PuzzleSearch.cs dziedziczace po klasach bazowych State.cs i AStarSearch.cs. Im-
plementacja jest analogiczna jak w ¢wiczeniu 2.10. Zasadnicza réznica, o ktérej nalezy
pamigtaé, dotyczy konstruktoréw klasy PuzzleState, w ktdrej nalezy zdefiniowaé juz
przebyta droge do danego stanu. Informacja ta jest wymagana do poprawnego dziatania
algorytmu A*.
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public PuzzelState(PuzzelState parent, ... /*xpozostale
parametry*/) : base(parent) {
//cialo konstruktora

this.h = ComputeHeuristicGrade();

//W stanie potomnym droga ktora przebylismy jest o
jeden wieksza niz w rodzicu

this.g = parent.g + 1;

}
Jako potomkéw stanu reprezentujacego puzzle o uktadzie:
21116
517
31814
rozumiemy nastgpujace stany:
1|6 21116 21116
21517 5 7 31517
3184 3184 8|4

Nalezy zaimplementowaé dwie funkcje heurystyczne: ,,kafelki na niewtasciwym miejscu”
oraz ,,Manhattan”. Nalezy przygotowac dwie wersje metody Main:

— Wariant pierwszy pozwalajacy rozwiazac pojedyncza uktadanke za pomoca algorytmu
A* i wypisa¢ dla niej poszczegdlne stany prowadzace do rozwiazania.

— Wariant drugi wykonujacy statystyczne poréwnanie dwdch heurystyk. W ramach dru-
giego wariantu wygeneruj 100 losowych plansz poczatkowych (kazda pomieszana za
pomoca 1000 ruchéw) i kazda z nich rozwiaz dwukrotnie przetaczajac si¢ pomigdzy
heurystykami Oblicz i wyswietl Srednig liczbg stan6w.

Nalezy pamigtac, ze generowanie zupetnie losowego uktadu planszy moze powodowaé

powstanie planszy, ktérej nie da si¢ rozwigzac. Przykladem takiego uktadu w planszy 2x2
jest:

13
2

Powyzszy uklad planszy nie da si¢ doprowadzi¢ do postaci:

1|2
3

Podobnego typu uktady wystepuja w wigkszych planszach, totez zaleca sig, aby kon-
struktor tworzacy puzzle przyjmowal jedynie dwa parametry: rozmiar planszy i liczbe
mieszan. Wewnatrz konstruktora powinna zosta¢ utworzona tablica z utozonymi puzzlami,
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ktéra nastepnie zostanie pomieszana. ,,Losowe” uktadanki nalezy generowac, rozpoczyna-
jac od utozonej planszy i wykonujac zadana w konstruktorze liczbe mieszari, nie dbajac
o ewentualne niwelowanie si¢ ruchéw przeciwnych, natomiast dbajac o nie zliczanie si¢
ruchéw pustych przy brzegach planszy.

Cwiczenie 2.16 Poréwnaj dziatanie algorytméw A* i best-first search rozwiazuja-
cych ,,puzzle przesuwne”. Wskazéwki: wykonaj eksperyment statystyczny (analogicznie
jak w Cwiczeniu 2.15) rozwiazujac kazda z plansz poczatkowych dwukrotnie algorytmami
A* i best-first search (przy ustalonej heurystyce). W ramach eksperymentu obserwuj: Sredni
czas, Srednig liczbe odwiedzanych stanéw i Srednia dtugo$¢ znalezionej Sciezki.

Cwiczenie 2.17 Zaimplementuj trzecia heurystyke ,,Manhattan + konflikty liniowe”
do programu rozwiazujacego ,,puzzle przesuwne”. Wskazéwki: zaimplementuj do-
datkowa trzecia funkcje heurystyczna ,,Manhattan + konflikty liniowe”, ktéra doliczy
do podstawowego sktadnika Manhattan dwa ruchy za kazdy obecny na planszy kon-
flikt liniowy (uwaga: zgodnie z informacjami podanymi w sekcji 2.3.2, zlicz konflikty
liniowe w wierszach i kolumnach bez nadmiarowosci). Por6wnaj dziatanie nowej heurystyki
z poprzednimi poprzez odpowiedni eksperyment statystyczny (analogicznie jak w Cwicze-
niu 2.7).

Cwiczenia laboratoryjne (C++ + biblioteka S/++)

Cwiczenie 2.18 Napisz program rozwiazujacy lamiglowke sudoku z wykorzysta-
niem algorytmu best-first search i heurystyki ,,liczba niewiadomych”. Wskazéwki:
napisz klase szablonowa generic_sudoku reprezentujaca stan planszy sudoku o rozmiarze
mn X mn (wymiary przekaz w parametrach szablonu, domy§lnie m =3 i n = 3) — wy-
bierz odpowiedni typ tablicowy (std: :array); wykonaj dziedziczenie z klasy graph_state;
przygotuj konstruktor przyjmujacy tablicg reprezentujaca plansze; dostarcz implementa-
cje metod: clone(), hash_code(), get_successors() (generujac stany potomne wybierz
dowolng pusta komoérke; wolno generowac wytacznie poprawne stany), is_solution(),
to_string() oraz is_equal (); w miarg potrzeb mozna dodaé wlasne metody; majac go-
towa klase stworz nowa klase szablonowg dziedziczaca po niej i podmiert implementacje
metod clone() oraz get_heuristic_grade(), ktéra zwrdci informacjg o liczbie niewia-
domych; napisz wlasciwy program w funkcji main(), a w nim stworz poczatkowy stan
sudoku zasilony z tablicy (rozwaz napisanie konstruktora, ktéry przyjmie napis repre-
zentujacy diagram sudoku) i uruchom rozwiazywanie sudoku konstruujac obiekt klasy
informative_searcher, ktéremu w konstruktorze oprdcz stanu poczatkowego przekazesz
komparator; sprawdZ poprawnos$¢ dziatania dla kilku przyktadéw; poza rozwiazaniem
wypisz dodatkowo na ekran informacje na temat: czasu rozwigzywania, liczby stanéw
w zbiorach Open i Closed w chwili stopu; same klasy moga wyglada¢ nastepujaco:



Przeszukiwanie grafow

template<int M, int N>

class generic_sudoku : public graph_ state
{

/]

b

template<int M, int N, typename Heuristic>
class sudoku state : public generic_sudoku<M, N>

{
/]
private:
static constexpr Heuristic heuristic {};
}i

template<int M, int N>
struct H_remaining

double operator()(/* ... /) const
{

return O;
¥

+i

komparator mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

auto comp = [](const graph state &a, const graph state &b)

{
}i

return a.get_h() < b.get_h();

za$ metoda is_equal () moze wygladaé tak (przyjmujac, ze board to obiekt klasy std: : array):

bool is equal(const graph state &s) const override

{
const generic_sudoku *st = dynamic_ cast<const
generic_sudoku*>(&s);
return st I= nullptr && st—>board = this—>board;
}

@ Cwiczenie 2.19 Modyfikujac odpowiednio poczat}(owa plansze sudoku znajdz wie-
cej niz jedno rozwiazanie (wykorzystaj program z Cwiczenia 2.18). Wskazéwka: kon-
struktor klasy informative_searcher przyjmuje trzeci parametr okreslajacy liczbg rozwia-

zan do znalezienia — przekaz warto$¢ std: :numeric_limits<size_t>::max().
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Cwiczenie 2.20 Wyznacz liczbe wszystkich rozwiazan sudoku dla planszy 6 x 6 —
M =2, N = 3 (wykorzystaj program z Cwiczenia 2.18). Wskazéwka: dokonaj oblicze
w sposéb posredni, tzn. wyznacz liczbe rozwiazaf dla planszy, ktérej pierwszy wiersz
zawiera cyfry 1,2,3,4,5,6 (wykorzystaj do§wiadczenia z Cwiczenia 2.19), a uzyskang
liczbg rozwigzan przemndz przez wartos$¢ 6! (liczba permutacji cyfr wiersza).

Cwiczenie 2.21 Ulepsz program rozwiazujacy sudoku poprzez generowanie po-
tomkow w ,,komérce minimalnej”. Wskazéwki: stwérz nowa klase dziedziczaca po
sudoku_state i podmien implementacje metod clone() i get_successors(), w ktorej
znajdziesz komorke z najmniejsza liczba mozliwosci wypelnienia; poréwnaj dziatanie
nowej i starej wersji programu rozwiazujacego (czasy wykonania, liczba odwiedzanych
standéw).

Cwiczenie 2.22 Zaimplementuj dodatkowa heurystyke ,,suma pozostalych moz-
liwosci” do programu rozwiazujacego sudoku. Wskazowki: stwérz klasg podobna do
H_remaining; poréwnaj dzialanie obu heurystyk dla kilku przyktadéw (czasy wykonania,
liczba odwiedzanych stanéw); przygotuj wigkszy eksperyment statystyczny w ramach
funkcji main (), ktéry poréwna dwie heurystyki dla przynajmniej 100 przyktadéw.

Cwiczenie 2.23 Napisz program rozwiazujacy ukladanke ,,puzzle przesuwne” z
wykorzystaniem algorytmu A* oraz heurystyk ,,kafelki na niewlasciwym miejscu”
i ,,Manhattan”. Wskazowki: stworz generyczna klas¢ sliding_puzzle reprezentujaca
stan planszy ukladanki ,,puzzle przesuwne”, postepujac zgodnie z ogdlnymi wytycznymi
z Cwiczenia 2.18 (parametryzowana wymiarowos¢, konstruktory, dziedziczenie z klasy
graph_state itd.); przygotuj metod¢ generujaca pomieszang planszg (do wielokrotnego
wykonywania losowych ruchéw uzyj obiektéw klasy std: :default_random_engine oraz
std::uniform_int_distribution); przygotuj klasy reprezentujace heurystyki ,.kafelki na
niewlaSciwym miejscu” i ,,Manhattan”; przygotuj dwie wersje funkcji main() — wariant
pierwszy pozwalajacy rozwiazaé pojedyncza uktadanke za pomoca algorytmu A* (obiekt
klasy informative_searcher z odpowiednim komparatorem) i wypisa¢ dla niej Sciezke
ruchéw (przygotuj statyczna metode, ktéra przyjmie jako parametr wskaznik na rozwia-
zanie, a w wyniku zwrdci napis przedstawiajacy ruchy), oraz wariant drugi wykonujacy
statystyczne poréwnanie dwdéch heurystyk; w ramach drugiego wariantu wygeneruj 100
losowych plansz poczatkowych (kazda pomieszana za pomoca 1000 ruchéw) i kazda z nich
rozwiaz dwukrotnie, oblicz i wySwietl Srednig liczbg stanéw odwiedzanych przez kazda
z heurystyk oraz §rednie czasy wykonan; komparator mozna zdefiniowaé nastepujaco:

auto comp = [](const graph state &a, const graph_ state &b)

{
s

return a.get f() < b.get f();
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Cwiczenie 2.24 Poréwnaj dziatanie algorytméw A* i best-first search rozwiazuja-
cych ,,puzzle przesuwne”. Wskazéwki: wykonaj eksperyment statystyczny (analogicznie
jak w Cwiczeniu 2.23) rozwiazujac kazda z plansz poczatkowych dwukrotnie algorytmami
A* i best-first search (przy ustalonej heurystyce); w ramach poréwnania obserwuj: sredni
czas, Srednig liczbg odwiedzanych stanéw i Srednia dtugo$¢ znalezionej $ciezki.

Cwiczenie 2.25 Zbadaj wplyw zmiany porzadku odwiedzania stanow o réwnej
wartosSci f. Wskazéwka: przygotuj komparator poréwnujacy dwa stany a i b i zwracajacy
prawde, gdy f, < fp V fa = fo N hy < hp; poréwnaj dziatanie nowego sposobu porzad-
kowania z poprzednim poprzez odpowiedni eksperyment statystyczny (analogicznie jak
w Cwiczeniu 2.23).



3. Przeszukiwanie drzew Qier

Algorytmy do przeszukiwania drzew gier sa oparte na pojeciu minimaksu (ang. mi-
nimax). Historycznie pojgcie to mozna przypisa¢ von Neumannanowi, ktéry sformu-
towat i udowodnit twierdzenie o minimaksie [Neu28; NM44]. Twierdzenie to samo
w sobie ma troche inny i bardziej ogdélny kontekst niz ten, z ktérym spotykamy
si¢ w zagadnieniach gier (jak np. szachy). Méwiac dokladniej, twierdzenie tyczy
gier dwuosobowych o sumie zerowej, obejmuje przypadki, gdy gracze wykonuja
ruchy naprzemienne lub réwnoczesne, i implikuje istnienie tzw. optymalnej strategii
mieszanej dla kazdego z graczy. Jezeli obaj gracze stosuja swoje optymalne stra-
gie, to gra zostanie doprowadzona do punktu minimaksowego (zwanego rowniez
punktem siodtowym), tj. punktu, w ktérym zaden z graczy nie moze poprawié
swojej wyptaty zmieniajac strategi¢. MOéwiac jeszcze inaczej, termin minimaks
mozna traktowaé takze jako pewna regule decyzyjna, ktéra nakazuje graczowi
minimalizowaé¢ maksymalnga mozliwa wyptate dla przeciwnika.

Zajmujac si¢ algorytmami do analizy drzew gier, zwykle rozpatrujemy pewne
gry dwuosobowe umystowe, takie jak np. szachy, warcaby, GO itp. Gr¢ mozna
zatem rozumiec¢ jako pewna sytuacje konfliktowa, w ktdrej gracze maja sprzeczne
interesy i gdzie mamy jasno zdefiniowane reguly. Z algorytmicznego punktu widze-
nia problem przeszukiwania drzewa gry mozna sformutowaé w sposéb nastepujacy:
majac dang pewna pozycje w grze (w szczegdlnosci poczatkowa), nalezy wysta-
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wic oceny liczbowe dla poszczegdlnych ruchéw (akcji) mozliwych dla gracza,
na ktérego przypada teraz kolej ruchu; ocena powinna reprezentowaé doktadna
lub przyblizona wypltate (ang. payoff) gracza, jezeli wybierze on dany ruch przy
zatozeniu optymalnego postgpowania drugiego gracza.
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Rys. 3.1: Poglgdowa ilustracja poczgtkowego fragmentu drzewa gry dla szachdw.
Drzewo rodnie w tempie wyktadniczym wzgledem liczby poziomdw, np. drugi poziom
drzewa liczy juz 400 standéw. (Zrédto: opracowanie wtasne)

Warto w tym miejscu zwréci¢ od razu uwage na dwa istotne elementy. Po
pierwsze, w zwiazku z wyktadniczym wzrostem rozmiaru drzewa gry wraz z liczba
pozioméw (patrz np. rys. 3.1), rzadko kiedy wyptaty obliczane przez algorytmy
sa doktadne. Najczesciej sa to tylko wyptaty przyblizone (lub prawdopodobne)
izgodne z pewng ludzka wiedza na temat danej gry. Funkcje obliczajace takie oceny
mozna takze okre§la¢ mianem heurystyk, przy czym sens tego stowa w grach bedzie
catkiem inny niz w przeszukiwaniach grafowych'. Obliczenie wyptat doktadnych
jest w praktyce mozliwe tylko dla prostych gier o malym drzewie gry (np. kétko
i krzyzyk) lub tez dla odpowiednio matych koncéwek bardziej zaawansowanych
gier (koficowki szachowe, warcabowe itp.). W takich przypadkach zbiér mozliwych
wyptat redukuje si¢ czgsto (dla wielu gier) do trzech mozliwych wartosci: wygrana,
przegrana, remis. Drugi istotny element, to zaloZzenie o optymalnym postgpowa-
niu drugiego gracza. Nalezy zaznaczy¢, ze zalozenie to nie powinno w ogdlnosci
psu¢ odpowiedzi algorytméw minimaksowych. Jezeli drugi gracz nie postgpuje
w sposéb optymalny, to gracz pierwszy, wykonujac ruchy sugerowane przez algo-

W szczeg6lnosci, w grach heurystyczne funkcje oceny moga zwraca¢ wartosci ujemne.
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3.1 Algorytm min-max

rytm, powinien tylko zyskiwac, tj. otrzymywaé wyplaty wigksze lub réwne tym,
na ktére wskazuje algorytm (stowo ,,powinien” wynika z ograniczefi wczesniejszej
uwagi i tzw. efektu horyzontu, ktéry zostanie wyjasniony p6Zniej).

Algorytm min-max

Sposéb dziatania algorytmu min-max (inne spotykane pisownie nazwy: minimax,
minmax) mozna naszkicowaé nastgpujaco. Dla danej pozycji poczatkowej rozwi-
jane jest drzewo gry do pewnej zadanej glebokosci. Pozycjom koficowym (liSciom,
terminalom) nadawane sg oceny liczbowe. Nastgpuje ,,przechodzenie” drzewa od
dotu propagujac wybrane oceny w gére drzewa. W efekcie na koncu tego po-
stepowania zostaja ocenione mozliwe ruchy pochodzace od stanu poczatkowego.
Pogladowy schemat dziatania algorytmu przedstawiono na rys. 3.2.

Rys. 3.2: Schemat dziatania algorytmu min-max. (Zroédto: opracowanie wtasne)

Funkcja oceny pozycji (ang. evaluation function) jest zwykle pewna funkcja
heurystyczna zgodna z wiedza i intuicja ludzi na temat danej gry. Na przyktad
dla szachéw, prosta funkcja oceny moze oblicza¢ réznicg pomigdzy materialng
wartoS$cig bierek biatych i czarnych (np. liczac piona jako 1 pkt., skoczki i goiice
jako 3 pkt., wieze jako 5 pkt., i hetmana jako 9 pkt.). Bardziej zaawansowane
funkcje powinny uwzgledniac takze elementy pozycyjne (np. kontrolg na centrum
szachownicy, aktywnos$¢ figur, bezpieczenstwo krola itp.).

W nomenklaturze zwiazanej z algorytmami minimaksowymi, graczy biora-
cych udziat w grze nazywa si¢ zwyczajowo minimalizujqcym 1 maksymalizujqcym.
Zwycigstwo gracza minimalizujacego reprezentuje —oo, a Zwycigstwo gracza mak-
symalizujacego reprezentuje +oo. W zapisach algorytmicznych wielkosci te mozna
traktowaé symbolicznie, ale rOwnowaznie mozna o nich mys§leé tez programi-
stycznie jako o pewnych skrajnych wartosciach dostgpnych w ramach danego
typu liczbowego?. Warto$¢é 0 reprezentuje zwyczajowo remis jako wynik pewnej

2Na przyktad w jezyku Java: Double .NEGATIVE_INFINITY, Double.POSITIVE_INFINITY lub tez
+Integer.MAX_VALUE, odpowiednio dla liczb zmiennoprzecinkowych i catkowitych.
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zakoficzonej gry lub tez ocena stanu gry nie przejawiajacego przewagi zadnego
z graczy. Jak juz wspomniano, gdy drzewo gry jest odpowiednio mate lub gdy
badana jest Scista koficbwka pewnej gry i osiagnigte zostang w drzewie faktyczne
stany konicowe gry (zgodnie z jej regutami), to mozliwe wartoSci liSci wynosza:
—oo, 400, 0. Wtedy heurystyczna ocena pozycji jest niepotrzebna (mamy oceny
doktadne).

Przed zaprezentowaniem wiasciwego pseudokodu algorytmu min-max warto
wyjasnic jeszcze nastepujacy zestaw pojec i oznaczen:

— péiruch (ang. ply lub half-move) — nazwa oznaczajaca ruch jednego

Z graczy; przesuwanie si¢ o jeden poziom w drzewie liczone jest zwycza-
jowo jako +1, dopiero 2 pétruchy kazdego z graczy traktowane sa jako cate
posunigcie.

— wspolczynnik rozgateziania (ang. branching factor) — przecigtna lub stata
liczba ruchéw przypadajaca na kazdego z graczy w danej grze; oznaczany
zwykle litera b (np. dla szachéw w grze Srodkowej b ~ 40).

— horyzont przeszukiwan — zadana do zbadania glgbokos¢ drzewa gry mie-
rzona liczbg catych posunigé; oznaczany zwykle litera D (np. D = 3.5 odpo-
wiada 7 péiruchom i fizycznie 7 poziomom drzewa gry, nie liczac poziomu
korzenia).

— efekt horyzontu — ogdlna wada wszystkich procedur minimaksowych
wynikajaca z ograniczonej gtgbokosci przeszukiwania; zjawisko polegajace
na tym, zZe pewien stan tuz poza horyzontem przeszukiwan moze catkowicie
zmieniaé oceng pozycji i np. okazac si¢ katastrofalny dla gracza, pomimo ze
poziom wyzej pozycja byla atrakcyjna (lub odwrotnie).

— Quiescence — technika pomocnicza tagodzaca czgsciowo efekt horyzontu,
polegajaca na rozwijaniu stanéw na granicy horyzontu przeszukiwan (i poza
nim) az do osiagnigcia tzw. pozycji cichych (np. nie zawierajacych mozliwych
zbié).

Algorytm 8 przedstawia pseudokod algorytmu min-max wyrazony w formie
dwoch blizniaczych procedur rekurencyjnych, ktére wywotuja siebie nazwajem
w sposéb krzyzowy. Krétkiego wyjasnienia wymaga wystgpujaca w algorytmie
funkcja rutynowa IsTerminal(...). Jej zadaniem jest sprawdzenie, czy jesteSmy
w pewnym punkcie stopu (tj. w stanie koicowym lub inaczej terminalnym), a jej
implementacja wynika po czegsci z regut danej gry. Zwykle funkcja ta sprawdza,
czy zachodzi ktérykolwiek z warunkéw:

— d > Distan s jest cichy,

— h(s) = too — stan s jest zwycigski,

— h(s) # oo, ale stan s jest remisowym wg zasad gry (np. w szachach: pat,

wieczny szach, trzykrotne powtdérzenie pozycji).



3.1.1

3.1 Algorytm min-max

Algorytm 8 Min-max

i: procedura MMEVALUATEMAXSTATEC(s, d, D)

2: jezeli ISTERMINALC(s, d, D) to zwré¢ h(s) > h(s) — heurystyczna ocena pozycji
; Vi=—oo

4 wygeneruj zbidr stanéw {r} potomnych dla s

5 dla wszystkich  wykonaj

6: w :=MMEVALUATEMINSTATE(¢, d + % D)

7 jezeli s jest korzeniem to zapamigtaj w jako oceng ruchu s — ¢

8 v:=max{v,w}

9 ZwWroc v

10: procedura MMEVALUATEMINSTATEC(s, d, D)

1 jezeli ISTERMINALC(s, d, D) to zwré¢ h(s) > h(s) — heurystyczna ocena pozycji
12 Vi=oo

13: wygeneruj zbidr stanéw {¢} potomnych dla s

14 dla wszystkich 1 wykonaj

5 w :=MMEVALUATEMAXSTATE(t, d + 1, D)

16: jezeli s jest korzeniem to zapamigtaj w jako oceng ruchu s — ¢
17: v :=min{v,w}

18: ZWroc v

Funkcja oceny pozyciji na przyktadzie szachéw

Jedna z pierwszych funkcji oceny pozycji szachowej byta funkcja zaproponowana
przez C. Shannona w 1949 r. Zawierala ona zaréwno skladniki materialne jak
i pozycyjne, i miata nastgpujaca postac:

h(s) = 200(Ks‘ - K:) +9(Qs — Q/\) +5(Rs *R{v) + 3(BS 7B{v +N\‘ —N:)
+1(Py—P)) —0.5(Ds— D+ Ss — Sy + I, — I) + 0.1 (M; — My), G-
gdzie K,Q,R,B,N, P oznaczaja odpowiednio liczbe: kréli, hetmanéw, wiezy, gon-
cow, skoczkéw i pionédw; D, S, I oznaczaja liczbe pionéw: podwojonych, zablo-
kowanych, odizolowanych; M oznacza mobilno$¢ (liczbe dozwolonych ruchéw).
Symbole nieprimowane (bez znaczka ') oznaczaja powyzsze wielkosci dla gracza
maksymalizujacego, za$ primowane dla gracza minimalizujacego. Pewnego wyja-
$nienia wymaga wspotczynnik wagowy 200 stojacy przy krélach. Prawdopodobnie
w zamyS$le Shannona byl to odpowiednik ,,nieskoriczono$ci” w ramach przyjetej
skali warto$ci. Innymi stowy, jezeli ktéry$ z graczy nie posiada kréla w pewnej
pozycji gry (pozycja znajdujaca si¢ dwa pétruchy dalej niz pozycja matowa), to
jest on ,,biedniejszy” o 200 punktéw i ta duza réznica wskazuje na przegrang jego
strony.
Wspétczesnie, szachowe funkcje oceny wyrazaja swoje wartoSci w tzw. centy-
pionach. Jeden pion ma warto$¢ 100 centypiondw, a pozostate elementy sa oceniane
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relatywnie wzgledem centypiona. W szczeg6lnoSci najmniejsza przewaga pozy-
cyjna gracza to wilasnie 1 centypion.

Elementéw uwzglgdnianych w ocenie pozycji szachowej moze by¢ bardzo
wiele, a do najpopularniejszych z nich naleza:

— kontrola nad centrum,
aktywnosé figur (i ich ,,tacznosé™3),
struktura pionéw,
bezpieczenstwo krola,

— piony idace do przemiany,

— posiadana przestrzen.

Sita gry pewnego programu, czyli tzw. sztucznej inteligencji, zalezy bezposred-
nio od jakoSci zaprojektowanej funkcji oceny. Jezeli dla pewnej gry zaprojektujemy
wadliwa funkcje, ktérej oceny beda w pewnym stopniu lub w pewnych sytuacjach
nieadekwatne do faktycznej natury gry, to sztuczna inteligencja bedzie podejmo-
wata blgdne decyzje. Oczywistym przyktadem moze by¢ np. przypisanie wigkszej
warto$ci wiezy niz hetmanowi w szachach. Innym, mniej oczywistym, moze by¢
przypisanie warcabowej damce réwnowartosci 10 pionéw. Nalezy tu zauwazy¢,
Ze program grajacy z powyzsza ,,Swiadomoscia” bedzie gotéw poswigci¢ az 9
pionéw w celu zdobycia 1 damki, co moze okazac si¢ zgubne. Powyzsze uwagi
dotycza funkcji oceny projektowanych recznie, okreslanych czgsto angielskim
terminem: hand-crafted. Odmiennymi od powyzszego klasycznego podejscia sa
bardziej wspélczesne trendy polegajace na prébach automatycznego wykrycia lub
wyewoluowania wilasciwej funkcji oceny, m.in.: podejsScia genetyczne, uczenie ze
wzmocnieniem (ang. reinforcement learning), czy tez uczenie gtebokie (ang. deep
learning). Z powyzszych uwag wynika ogdlne rozréznienie na tzw. stabq i silng
sztuczng inteligencje. Omawiane w niniejszym rozdziale klasyczne algorytmy
1 techniki naleza do nurtu stabej sztucznej inteligencji, poniewaz w algorytmach
tych zaszyta jest na stale pewna ludzka wiedza na temat danego problemu (gry).
Bardziej nowoczesne podejscia oczekuja wypracowywania tzw. silnych sztucznych
inteligencji, ktére bez jakiegokolowiek udziatu cztowieka, a tylko na podstawie
rozegrania bardzo duzej liczby gier, ,,naucza si¢” odpowiedniego wartoSciowania
poszczegblnych elementéw gry*.

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu min-max

Zaréwno sam zapis algorytmu min-max jak i dotychczasowe uwagi oraz ilustracje
opisujace wyktadniczy rozrost drzewa gry, pozwalaja tatwo dostrzec, ze w ztozono-
Sci obliczeniowej algorytmu min-max w naturalny sposéb pojawi si¢ suma ciqgu

3wzajemne wspieranie / ubezpieczanie sig¢ figur

4Mozna tu wspomnie¢ m.in. o projektach: AlphaZero i AlphaGo.
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geometrycznego. Rolg ilorazu tego ciagu bedzie petnit wspétczynnik rozgateziania
gry — b. Liczba sktadnikéw sumy bgdzie odpowiadata liczbie pozioméw drzewa,
przy czym dla notacyjnego uproszczenia przestaniemy na chwilg mierzy¢ gteboko$é
poléwkami i przyjmiemy catkowity indeks gigbokosci —d =0,1,2,....

Pokazana ponizej krétka analiz¢ przeprowadzono podejSciem rekurencyjnym.
Dla algorytmu min-max nie jest to podejScie konieczne i jedyne, ale wybieramy
ten wlasnie sposob, dlatego ze przyda si¢ ono péZniej do bardziej skomplikowanej
analizy ztozonoSci algorytmu ,,przycinanie @-3”, w ktérym niektére fragmenty
drzewa gry sa odcinane (pomijane).

Niech R; oznacza liczbg stanéw, ktére trzeba odwiedzié¢ w drzewie o glgbokosci
d, aby pozna¢ doktadna warto$¢ danego stanu gry — stanu, ktéry ukorzenia to
drzewo. Ze wzgledu na fakt, ze algorytm min-max przeglada drzewo w spos6b wy-
czerpujacy (nie odcina zadnych poddrzew), wielko$¢ R, jest okreslona rekurencja:

Ro=1;
R;=1+bR; , dlad>0; 3.2)

ktéra mozna rozwinaé w nastgpujacy sposéb

R;=1+bRy_
=1+b(1+bRy2) =1+b+b*Ry >

bt —1 3.3
:1+b+b2++bde_d:ﬁ ( )
bd+l b
:7bd<2dN bd
b1 b1 BT~ o)
~——
<2

Méwigc(w}czeniu, pojawia si¢ tu schemat:
d

czyli d-krotne mnozenie wspéiczynnika b.

»Przycinanie «-”

Kilka 0s6b jest uwazanych za niezaleznych i réwnoczesnych (niemalze) odkrywcéw
algorytmu o nazwie ,,przycinanie a-f3” (ang. alpha-beta pruning lub alpha-beta
cut-offs). Odkrycia te miaty miejsce na przetomie lat 50.—60. dwudziestego stulecia.
W szczegdlnosci odkrywcami tymi byli: Daniel J. Edwards, Allen Newell, Hebert
A. Simon, John McCarthy, Arthur Samuel, Alexander Brudno; patrz m.in. [Bru63;
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EH63; NS76]. Pézniej, w roku 1975, Knuth i Moore oczyscili nieco algorytm
i podali szczegétowa analizg jego ztozonosci obliczeniowej w artykule [KM75].
Pearl dowiddt optymalnosci tego algorytmu w roku 1982 [Pea82].

Algorytm ,,przycinanie -7 zalicza si¢ do ogélnej klasy metod podziatu
i ograniczen (ang. branch and bound). Obejmuje ona metody, ktére poszukuja
rozwigzania pewnego problemu, generujac ré6zne mozliwosci jako rozgatgzienia w
drzewie (branch) oraz formutujac odpowiednie ograniczenia nieréwnosciowe (bo-
und), ktére pozwalaja odrzucaé niektére fragmenty tego drzewa — takie fragmenty,
ktére nie sa w stanie poprawié najelpszego wykrytego dotychczas wyniku.

W trakcie analizy drzewa Sledzone beda dwie wielkosci « i B, ktérych sens
liczbowy jest nastgpujacy:

— o — gwarantowana dotychczas® wyplata gracza maksymalizujacego,

— B — gwarantowana dotychczas wyplata gracza minimalizujacego.
Przy najbardziej zewngtrznym wywotaniu rekurencyjnym dla korzenia drzewa
zadaje si¢ ¢ = —oo, B = oo, czyli najbardziej pesymistyczne ,,wartosci” odpowiednie
dla kazdego z graczy.

Pseudokod ,,przycinania o-f3” prezentuje Algorytm 9. Stany potomne (i ich

Algorytm 9 Przycinanie a-f3

I: procedura ALPHABETAEVALUATEMAXSTATE(s, d, D, a, )

2: jezeli ISTERMINALC(s, d, D) to zwr6¢ h(s) > h(s) — heurystyczna ocena pozycji
wygeneruj zbior stanéw {7} potomnych dla s

4: dla wszystkich 1 wykonaj

5 v :=ALPHABETAEVALUATEMINSTATE(?, d + % D, a, B)

6: jezeli s jest korzeniem to zapamigtaj v jako oceng ruchu s — ¢

7: o := max{c,v}

8 jezeli o > B to zwréé o > przycigcie (!) — kolejne ¢ nie beda sprawdzane
9 Zwroé o

10: procedura ALPHABETAEVALUATEMINSTATE(s, d, D, a, )

" jezeli ISTERMINALC(s, d, D) to zwré¢ h(s) > h(s) — heurystyczna ocena pozycji
12 wygeneruj zbidr stanéw {7} potomnych dla s

13 dla wszystkich r wykonaj

14 v :=ALPHABETAEVALUATEMAXSTATE(t, d + % D, a, fB)

15 jezeli s jest korzeniem to zapamigtaj v jako oceng ruchu s — ¢

16 B :==min{B,v}

17 jezeli a > B to zwréé B > przycigcie (!) — kolejne ¢ nie beda sprawdzane
18: zwréé B

poddrzewa) sa podczas algorytmu analizowane dopdki spetniony pozostaje waru-
nek o < . W momencie gdy zachodzi a > 3, algorytm przestaje rozpatrywaé

5po wykonaniu dotychczasowej analizy i osiagnigciu pewnego punktu drzewa
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kolejnych potomkéw danego stanu (i ich poddrzewa), poniewaz nie beda one miaty
wplywu na koficowy wynik. Innymi stowy takie przypadki bytyby wynikiem nie-
optymalnego postgpowania ktérego$§ z graczy. Nalezy zauwazyc, ze przypadek
nieréwnosci ostrej o > f jest logiczna sprzecznoscia, poniewaz w zadnym mo-
mencie gry nie moze by¢ prawda, ze gracz maksymalizujacy ma zagwarantowana
wyplate wigksza niz gracz minimalizujacy. Przypadek rownosci o = B nie stanowi
co prawda sprzecznosci, ale dla podniesienia wydajnosci algorytmu mozna go réw-
niez dotaczy¢ do wykluczen, poniewaz nie wniesie on poprawy dotychczasowego
wyniku.

Rysunek 3.3 ilustruje dwa przyktady dziatania ,,przycinania a-3”. Dla kazdego
stanu na rysunku rekurencyjne przegladanie jego potomkéw odbywa si¢ od lewej do
prawej. Przy kazdym ze stan6éw podano chronologicznie kolejne wartosci przypisy-
wane do zmiennych « i B. Ukos$ne przekreslenia na gatgziach wskazuja pominigte
poddrzewa. Gwiazdki oznaczaja dowolne wartosci, ktére nie maja wptywu na war-
toS¢ gry w stanie poczatkowym (w korzeniu) i tym samym na wybdr najlepszego
ruchu. Zachgcamy czytelnika do samodzielnego przesledzenia tych przyktadow
oraz proby uzasadnienia, dlaczego pojawity si¢ poszczegdlne odcigcia.

MIN

Rys. 3.3: Przyktady dziatania algorytmu ,przycinanie a-”. (zZrédto: opracowanie
wtasne)

Pomimo redukcji drzewa algorytm ,,przycinanie o¢-f3” oddaje te same wyniki (oceny
ruchéw) co algorytm min-max.

Ztozonos¢ obliczeniowa ,,przycinania o-”

Z10zonos¢ obliczeniowa ,,przycinania a-f3” jest zalezna od porzqdku odwiedzania
standw potomnych. Sprzyjaja sytuacje, gdy potomek powodujacy odcigcie jest blizej
poczatku listy. Istnieja pewne techniki pomocnicze (np. odpowiednio sortujace
potomkéw), ktére starajg sig zwigkszyC czesto$é przycied. Niemniej, w ogélnosci
dobry porzadek stanéw potomnych nie jest znany z gory.
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Ilustracje tego zagadnienia stanowi rys. 3.4. Porzadek potomkéw wystepujacy
w gérnym wariancie podanego drzewa gry prowadzi do dwéch odcigé i redukcji
tylko 5 standéw catego drzewa. W wariancie drzewa pokazanym w dolnej cze-
Sci rysunku dla kazdej listy potomkéw na pierwszym miejscu umieszczono stan
o najlepszej wyplacie (z punktu widzenia danego gracza). Prowadzi to do czterech
odcig¢ oraz redukcji az 20 stanéw catego drzewa.

a=-00,6,7

p=c0

Rys. 3.4: ,Przycinanie a-B” — przyktad réznych redukcji drzewa w zaleznosci od
porzgdku potomkdw. (Zrédto: opracowanie wtasne)

Mozna zatem us§wiadomié sobie dwa skrajne przypadki:

— ,.przycinanie - moze nie wykonac zadnego odcigcia i tym samym odwie-
dzi tyle samo standw, co algorytm min-max,

— ,,przycinanie -8 wykona najwigksza mozliwa liczbg odcigé (zgodnie ze
wzorcem obserwowalnym w dolnej czgsci rys. 3.4), jezeli najlepszy potomek
bedzie kazdorazowo znajdowat si¢ na poczatku listy.
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Przystapimy teraz do analizy zlozonoSci obliczeniowej tego drugiego — opty-
mistycznego — przypadku. Rezultat asymptotyczny, ktéry otrzymamy, reprezentuje
ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.1 Niech b i d oznaczaja odpowiednio wspotczynnik rozgalezia-
nia gry i zadang maksymalna glgbokos¢ drzewa. W przypadku optymistycznym
ztozonos¢é obliczeniowa algorytmu ,przycinanie -B” jest klasy O(b%/?).

Dowdéd. Zwréémy uwage na nastgpujace wazne obserwacje. W trakcie pracy algo-
rytmu ,,przycinania @-3” znamy albo doktadnq wartos¢ stanu, albo ograniczenie
(dolne lub gérne) na tg wartos$€. Aby ustali¢ doktadna warto$¢, wystarcza (w przy-
padku optymistycznym) znajomos$¢: dokltadnej wartoSci jednego dziecka i ograni-
czen dla b — 1 pozostatych dzieci. Aby ustali¢ ogranicznie, wystarcza (w przypadku
optymistycznym) tylko znajomos$¢ doktadnej wartoSci jednego dziecka. Powyzsze
uwagi obrazuje rys. 3.5. Zdefiniujemy dwie wielko$ci rekurencyjne wypowiadajace

MIN

Rys. 3.5: Przyktad dziatania algorytmu , przycinanie a-” (powtdrzony na podstawie
rys. 3.4) z zaznaczeniem ograniczen liczbowych, ktére w przypadku optymistycznym
stajg sie wiadome po poznaniu doktadnej wartosci pierwszego dziecka. (Zrédto:
opracowanie wtasne)

sie na temat liczby lisci®, ktére trzeba odwiedzié:
— R; — minimalna liczba lisci (w drzewie o glgbokosci d), ktdre trzeba odwie-
dzi¢, aby poznaé dokladna warto$¢ korzenia tego drzewa,
— S4 — minimalna liczba lici (w drzewie o glgbokosci d), ktére trzeba odwie-
dzié, aby poznaé ograniczenie na warto$¢ korzenia tego drzewa.
Brzeg obu tych rekurencji to: Ry = Sp = 1.

5w odréznieniu od rekurencji (3.2), gdzie poczatkowa jedynka w zapisie Ry = 1+ - - - powodowata
zliczanie wszystkich stanéw (nie tylko lisci)
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Zgodnie z wczesniejszymi obserwacjami zapisujemy:

R, :Rd_1+(b— I)Sd_l; (3.4)
Sa=Rq-1. (3.5)
Podstawiajac (3.5) do (3.4), otrzymujemy:

Ri=Rs1+(b—1)Rs . (3.6)
Mozna sprawdzié, ze powyzszy wzor (3.6) jest doktadny. Dla przyktadu z rys. 3.5
otrzymujemy R3 = b>+ b — 1 = 11. Faktycznie — aby poznaé warto$é gry
w korzeniu (wynoszaca 7) trzeba odwiedzi¢ 11 lisci (czyli stanéw odlegtych od
korzenia o 3 poziomy).

Wychodzac od rekurencji (3.6) mozna oszacowaé z gory liczbe stanéw (dla
przypadku optymistycznego) poprzez nastgpujacy ciag przejsé:

Ri=Ry 1+ (b—1)Ry>

=R; >+ (b - 1>Rd73 + (b - 1)Rd72
=bRy 2+ (b—1)Ry-3

3.7
<bRs-2+(b—1)Ra—2 G-D
— (26— 1)Ry»
< 2bR;_».

Ostateczng nieréwnoS¢ mozna zinterpretowaé w sposob nastgpujacy — efektywny
wspolczynnik rozgaleziania co kazde 2 poziomy jest mniejszy niz 2b. A wigc dla
jednego poziomu jest on mniejszy niz v/2b (stosujac regute sredniej geometryczne;j).
Rozwijajac tg¢ nierdwnos$é, otrzymujemy:

Ry <2bR; » < <2b)2Rd74 < (2b)3Rd76 << (Zb)de,zk

< (Zb)d/sz,Zdﬁ _ (Zb)d/ZRO N O(bd/z) -0 ((\/E)d) ‘ (3.8)

Mowiac w uproszczeniu, pojawia si¢ tu schemat:

O(b-1-b-1---b-1)
~—_—
d

czyli d/2-krotne mnozenie wspétczynnika b. A zatem ztozonosé O(b%/?) wska-
zuje, ze w przypadku optymistycznym algorytm ,,przycinanie o-f” jest w stanie
przeanalizowad¢ w tym samym rezimie czasowym dwukrotnie gigbsze drzewo niz
algorytm min-max, dla ktérego ztozonos¢ obliczeniowa jest klasy O(b?).
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@ Szacuje sig, ze w przypadku Srednim (biorac pod uwage losowe permutacje stanéw

3.2.2

potomnych) ztozono$¢ obliczeniowa ,,przycinanie a-f” jest rzedu O (b3d/ 4).

Przyktady dziatania min-max i ,,przycinania a-” dla warcabéw
Poczatkowe fragmenty drzewa gry

Rysunki 3.6-3.9 obrazuja poczatkowe fragmenty drzewa gry w warcaby wygene-
rowane przez algorytmy min-max i ,,przycinanie a-f3” wyposazone dodatkowo
w technike¢ Quiescence. Zachgcamy czytelnika do powigkszania rysunkow.

Rys. 3.6: Algorytm min-max + Quiescence: zadana gtebokos¢ (dla pozycji cichych)
1.0, wygenerowanych standw 86. (Zrodto: opracowanie wtasne)

Rys. 3.7: Algorytm , przycinanie a-f “ + Quiescence: zadana gtebokose (dla pozycii
cichych) 1.0, wygenerowanych standw 78. (zrédto: opracowanie wtasne)

ST A T R S LA R e

Rys. 3.8: Algorytm min-max + Quiescence: zadana gtebokos¢ (dla pozycji cichych)
1.5, wygenerowanych standw 693. (zrédto: opracowanie wtasne)

e e ok

Rys. 3.9: Algorytm , przycinanie a-* + Quiescence: zadana gtebokosé (dia pozycii
cichych) 1.5, wygenerowanych stanéw 323. (zrédto: opracowanie wtasne)
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Koncdéwki warcabowe

Rysunki 3.10-3.13 przedstawiaja przyklady koiicéwek warcabowych przeanali-
zowanych algorytmem ,,przycinanie o-f” z wtaczonym Quiescence. Na kazdym
rysunku kolorem niebieskim oznaczono pozycje zwycigskie. Kolorem zielonym
wyrdzniono tzw. wariant gtéwny (ang. principal variation) — czyli pierwsza napo-
tkang $ciezke stanéw, ktéra gwarantuje najwigksza wyptate graczowi rozpoczynaja-
cemu przy optymalnym postgpowaniu obu graczy.

B

Wariant gtéwny: (G5: H6,G7: F6,F4:G5,F6: E5,G5 : F6,E5: G7,H6 : F8 : D6).

Rys. 3.10: Koncdwka warcabowa: biate rozpoczynajg i wygrywajg w 4 posunieciach.,
Algorytm , przycinanie a.- ” + Quiescence, zadana gtebokos¢ 2.5, wygenerowanych
stanéw 100. (Zrédto: opracowanie wtasne)
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Rys. 3.11: Kohcdwka warcabowa: kto wygra? Algorytm , przycinanie a-“ + Quie-

scence, zadana gtebokos¢ 5.5, wygenerowanych standw 2845, (Zzrédto: opracowa-
nie wtasne)
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@ ° Searching with sac.game.AlphaBetaPruning...
Searching done. Time: 1789 ms.
Closed states: 54898
General depth limit: 3.5
Maximum depth reached (Quiescence): 4.5
Transposition table size: 52967
Transposition table uses: 69365
Refutation table size: 4611
Refutation table uses: 0
<:> Moves scores: {B2:D4=1.0985902490825263E308, B2:A3=3000.0}

@ @ Best move: B2:D4
,,,,,,,, Principal variation: [B2:D4, D8:A5, B8:D6, A5:E1l, D6:G3,
E1:H4, C1:G5, H4:F6:C3, A1:D4]

Rys. 3.12: Kohcdwka warcabowa: 4 damkivs 1 damka”. Algorytm , przycinanie
o-B“ + Quiescence, zadana gtebokos¢ 3.5, wygenerowanych standw 54 898. (zrodto:
opracowanie wtasne)
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Rys. 3.13: llustracja wariantu gtéwnego dla koncdwki ,4 damki vs 1T damka” pocho-
dzgcego z rys. 3.12. (Zrédto: opracowanie wtasne)
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3.3

®

Cwiczenia laboratoryjne (Java + biblioteka SaC)

Cwiczenie 3.1 Napisz gre Connect 4 (czworki) pozwalajaca na rozgrywke pomie-
dzy czlowiekiem a sztuczna inteligencja. Rozpocznij od napisania klasy reprezentuja-
cej stan gry Connect 4 (nie skupiajac si¢ na przeszukiwaniu minimaksowym), dziedzi-
czaca po sac.game.GameStateImpl. Wskazowki: wprowadz state lub typ wyliczeniowy
na symbole zetnéw / piondéw graczy tj. X, 0, i symbol pusty (brak zajetosci danej ko-
morki planszy); wprowadZ state okreSlajace rozmiar planszy (liczba wierszy x liczba
kolumn), zaktadajac, ze sa one nie wieksze niz 10, tak aby w najwigkszym przypadku
kolumny (i tym samym mozliwe ruchy) mogty by¢ ponumerowane od 0 do 9; przygotuj
konstruktor i konstruktor kopiujacy; napisz metode toString(), starajac si¢ o czytelny
dla gracza wypis planszy, wygodny do prowadzenia rozgrywki; przygotuj metode wy-
konujaca na planszy pojedynczy ruch (nazwa wg wilasnego uznania), czyli wrzucenie
zetonu do wskazanej kolumny (uwaga: dzigki dziedziczeniu z sac.game .GameStateImpl
masz dostep do flagi logicznej informujacej, o tym na kogo przypada teraz kolej ruchu
— metody isMaximizingTurnNow() i setMaximizingTurnNow()); kolej ruchu dobrze jest
zmienia¢ tuz przed zakonczeniem metody wykonujacej pojedynczy ruch; zaimplemen-
tuj metodg hashCode () (pozwoli to bibliotece SaC dziata¢ szybciej poprzez uzywanie
gotowych ocen standéw juz odwiedzonych); zaimplementuj metodg generateChildren()

1 nie zapomnij o nadaniu nazw stanom potomnym poprzez setMoveName (. ..) — dzigki
temu algorytm bedzie mégt przypisaé pdzZniej oceny ruchom; przemysl i zaimplementuj
wg wlasnych pomystéw i inwencji twérczej metode oceniajaca heurystycznie pozycje
(stan) gry Connect 4 — podpigcie metody poprzez mechanizm setHFunction(...) —-
metoda ta bedzie uzywana przez algorytm przeszukujacy wtedy, gdy drzewo osiagnie
poziom liSci, mozna np. uwzgledni¢ w niej: sume dtugosci podciagéw w réznych kierun-
kach, preferowanie centrum niz bokéw lub odwrotnie itp.; uwaga: w pierwszej kolejnosci
upewnij sig, ze Twoja metoda z funkcja oceny zwraca odpowiednie ,,nieskoficzonosci’
(Double.POSITIVE_INFINITY lub Double.NEGATIVE_INFINITY) dla standw zwycigskich;
napisz odpowiednia funkcje main(...) pozwalajaca na prowadzenie rozgrywki z kon-
soli pomigdzy cztowiekiem a sztuczng inteligencja — gléwna petla grajaca; zapewnij

przetacznik pozwalajacy na rozpoczecie dowolnemu z graczy; w czasie rozgrywki wyswie-
tlaj dla informacji oceny ruchéw wskazane przez algorytm — metoda getMovesScores ()

wywolana na rzecz obiektu stanowigcego algorytm przeszukujacy, np. na rzecz obiektu
AlphaBetaPruning; uwaga: zwracane oceny ruchéw beda liczbami zgodnymi z Twoja
heurystyczna funkcja oceny, przy czym ,,nieskoniczono$ci” moga zosta¢ automatycznie
przeliczone przez silnik SaC na wartosci rzedu 10°%® w typie double; wykonuj ruch
o najlepszej ocenie w imieniu sztucznej inteligencji — ze zbioru ocen ruchéw wychwytuje
go gotowa metoda getFirstBestMove (); do sczytywania ruchu wybranego przez cztowieka
z klawiatury nalezy wykorzysta¢ obiekt System. in oraz klasy java.io.InputStreamReader,
java.io.BufferedReader lub alternatywnie klas¢ java.util.Scanner.

>

Cwiczenie 3.2 Przeprowadz eksperymenty ,,sztuczna inteligencja” vs ,,sztuczna
inteligencja” Majac do dyspozycji program z ¢wiczenia 3.1 przeprowadz kilka ekspe-
rymentalnych rozgrywek, w ktérych sztuczne inteligencje o réznych funkcjach oceny
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3.4 Cwiczenia laboratoryjne (C# + biblioteka AlSearch)

i/ lub réznych glebokosciach (horyzontach) przeszukiwania beda rywalizowalty migdzy
soba. Mecze mozna rozgrywac uruchamiajac np. dwa procesy tego samego programu i prze-
kazujac ruchy poprzez konsole. W szczegdlnosci rywalizowaé moga np. programy (czyli
heurystyki) pochodzace od réznych autoréw. Glebokos$¢ przeszukiwah mozna zmieniaé za
pomoca obiektu GameSearchConfigurator.

1?°

Cwiczenie 3.3 Rozszerz sztuczna inteligencje do gry Connect 4 o ,,zmyst cichosci
Majac do dyspozycji program z ¢wiczenia 3.1 rozszerz go o mozliwos¢ lokalnego pogte-
biania horyzontu i przeszukiwania tzw. stanéw gto$nych zgodnie z technika Quiescence.
W ramach biblioteki SaC powyzsze zadanie sprowadza si¢ do zaimplementowania metody
isQuiet () na rzecz obiektu dziedziczacego z sac.game.GameStateImpl czyli w naszym
przypadku stanu gry Connect 4. Metoda ta domy$lnie zwraca zawsze warto$¢ true. Zasta-
néw sig, w jaki sposéb mozna zdefiniowac gto§nos¢ / cicho$é stanu w tej grze. Wskazéwka:
pomyst podstawowy moze polegaé na obserwowaniu procentowej zmiany wartosci heury-
styki pomigdzy stanami rodzicem i dzieckiem. Sprawdz, czy wprowadzona modyfikacja
poprawia jakos$¢ gry Twojej sztucznej inteligencji.

Cwiczenia laboratoryjne (C# + biblioteka AlSearch)

Cwiczenie 3.4 Napisz gre Connect 4 (czwérki) pozwalajaca na rozgrywke pomiedzy
czlowiekiem a sztuczna inteligencja. Napisz program pozwalajacy na rozgrywke w konsoli
pomiedzy cztowiekiem a sztuczna inteligencja. Zapewnij przetacznik pozwalajacy na
rozpoczecie dowolnemu graczowi oraz mozliwos¢ ustawienia glgbokosci przeszukiwania
drzewa przed rozpoczgciem rozgrywki. W kodzie powinna istnie¢ tatwa mozliwos$¢ zmiany
rozmiaru planszy. W czasie gry nalezy wySwietla¢ na ekran heurystyczne oceny ruchéw.
Interakcja gracza z programem moze polega¢ na wyborze cyfr 1-9 identyfikujacych numer
kolumny, w ktdrej gracz bedzie wstawiat swojego pionka. Struktura plikéw oraz sposéb
implementacji jest analogiczny do ¢wiczenia 2.10 i 2.15. Utwoérz dwie klasy potomne
Connect4State.cs i Connect4Search. cs dziedziczace odpowiednio po klasach bazowych
State.csiAlphaBetaSearch.cs. Szczegétowe wskazéwki implementacyjne zamieszczono
w dodatku 11.3.

Cwiczenie 3.5 Zmodyfikuj program z ¢wiczenia 3.4 pozwalajacy na gre na réznych
poziomach. Rozgrywke na réznych poziomach mozna zaimplementowaé m.in. poprzez:
wybierania stanéw z wilasciwosci MoveMiniMaxes, ktére nie sa najlepsze, modyfikacje
funkcji heurystycznej. Sama zmiana glgbokosci przeszukiwania jest zbyt trywialna, aby
uzna¢ ja za poprawne wykonanie éwiczenia.
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®

Cwiczenia laboratoryjne (C++ + biblioteka S/++)

Cwiczenie 3.6 Napisz gre Connect 4 (czwérki) pozwalajaca na rozgrywke pomiedzy
czlowiekiem a sztuczna inteligencja. Wskazéwki: stworz nowa klasg reprezentujaca stan
planszy (rozmiar nie musi by¢ parametryzowany — mozna na sztywno ustawié 6 wierszy i 7
kolumn), dziedziczaca po game_state, wskazujac w szablonie typ reprezentujacy ruch (np.
int); dostarcz implementacje metod: clone(), generate_moves() (metoda ma zwracaé
tablicg dopuszczalnych posunigé), make_move () (metoda ma zwraca¢ nowy stan odpowia-
dajacy wykonanemu posunigciu), to_string(), hash_code (), get_h() (metoda powinna
zwracaé heurystyczna oceng biezacego stanu), is_terminal () (metoda ma zwracaé oo
w przypadku wygranej pierwszego gracza’, —eo w przypadku wygranej drugiego gracza,
0 w przypadku remisu lub {} w przeciwnym wypadku), is_equal (); przygotuj funkcje
pozwalajaca na rozgrywke z komputerem (gre zaczyna albo czlowiek, albo maszyna), w
ktorej stworzysz obiekt klasy game_searcher z zadana glgbokos$cia przeszukiwania oraz
informacja, czy wynik ma by¢ maksymalizowany (drugi argument konstruktora ustawiony
na true) lub minimalizowany (false); wywolanie metody do_search() z zadanym stanem
poczatkowym spowoduje wykonanie przeszukiwania — wynik mozna odebra¢ za pomoca
wywotania metody get_scores(), ktéra zwrdci tablicg z ocenami poszczegdlnych ruchow;
jesli gracz jest graczem maksymalizujacym, wybierz ruch o najwyzszej ocenie i go wykonaj,
odbierajac nowy stan; w migdzyczasie wyswietlaj stan planszy oraz oceny ruchéw.

Cwiczenie 3.7 Zmodyfikuj program z ¢wiczenia 3.6, dodajac element losowosci. Wy-
bieranie za kazdym razem pierwszego najlepszego ruchu prowadzi do monotonii rozgrywki.
Aby temu zapobiec, wykonaj dowolny ruch sposréd tych, ktérych wzgledna réznica miedzy
najlepszym ruchem jest nieduza (np. mniejsza niz 5%).

TW C++: return std: :numeric_limits<double>::infinity();
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4.1

Perceptrony

Perceptron prosty

Pomystodawca pierwszego uktadu ,,uczacego si¢” byt Frank Rosenblatt, ktéry
w artykule [Ros58] z 1958 r. zaproponowal tzw. perceptron prosty, nasladujacy
W uproszczony sposdb prace pojedynczego neuronu w ludzkim mézgu. Zamiarem
Rosenblatta byta préba pewnego przyblizenia procesu uczenia si¢ na podstawie ob-
serwowanych przyktadéw, ktéry jest typowy dla ludzi. Rosenblatt byt psychologiem
i neurobiologiem, a formalny dowdd zbieznosci dla zaproponowanego przezen algo-
rytmu dostarczyt w 1962 r. Novikoff [Nov62]. Odkrycia te zapoczatkowaty dalszy
rozwdj dziedziny sztucznych sieci neuronowych i ogdlniej uczenia maszynowego.

W sensie matematycznym, w wyniku dziatania algorytmu perceptronu prostego
jako rezultat otrzymujemy klasyfikator binarny, czyli funkcje, ktéra przyporzadko-
wuje obiekty wejSciowe do jednych z dwdch klas. Przyktady zadania klasyfikacji
binarnej to m.in.: filtracja poczty elektronicznej (klasy: spam vs. nie-spam), dia-
gnostyka medyczna (klasy: chory vs. zdrowy), wykrywanie obiektéw na obrazach
cyfrowych (np. klasy: twarz vs. nie-twarz), itp. Dodatkowo, otrzymany dzigki
perceptronowi prostemu klasyfikator jest liniowy, co wynika z przyjetego przez
Rosenblatta modelu matematycznego. Funkcja obliczajaca warto§¢ odpowiedzi
perceptronu (przed momentem tzw. progowania) jest funkcja liniowa. ,,Wiaze” ona
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4.1.1

w postaci sumy wazonej wlasnosci obiektow wejSciowych wyrazone liczbowo
(tzw. cechy lub atrybuty obiektéw) z pewnymi wspoétczynnikami, ktére perceptron
ma odpowiednio dobra¢ w procesie uczenia.

Nalezy zaznaczy¢, ze zadanie klasyfikacji (jako jedno z zadan uczenia maszyno-
wego) jest tzw. zadaniem uczenia z nadzorem' (ang. supervised learning). Oznacza
to, ze danymi wejsciowymi dla algorytmu uczacego sa pary informacji — wektor
cech i etykieta klasy — opisujace poszczegdlne obiekty. Na przyktad, w zadaniu fil-
tracji poczty elektronicznej jako cechy uzywane moga by¢ czestosci wystgpowania
w wiadomosci pewnych kluczowych stéw lub wyrazen (m.in.:,,nagroda”, ,,oferta”,
darmowy”, ,karta kredytowa”, itp.), za$ klasy sa reprezentowane przez etykiety:
»~spam” i ,,nie-spam”. Nadzoér polega na tym, ze odpowiednia etykieta musi by¢
dostarczona wraz z kazdym obiektem (tu: wiadomosScia mailowa) wchodzacym
w sktad zbioru uczacego. Innymi stowy, material uczacy to historyczne przyktady
oznakowane przez eksperta z danej dziedziny. Podobnie jak uczac mate dziecko
rozrézniania zwierzatek, pokazujemy palcem przyktady, méwiac ,.to kotek™, ,,to
ptaszek”, itd., tak uczac klasyfikator antyspamowy, dostarczamy do algorytmu odpo-
wiednio duzy zbiér przyktadowych wiadomosci poczty elektronicznej, ,,méwiac”:
,ta wiadomos$¢ to spam”, ,,ta wiadomos¢ to nie-spam”. Z kolei zadaniem samego
algorytmu uczacego jest wychwycenie (na podstawie zgromadzonych danych)
pewnych prawidlowosci i wzorcéw dla kazdej z klas (tkwiacych w zaobserwowa-
nych cechach) i wykonanie pewnego matematycznego przyblizenia (zakodowania)
tychze wzorcéw. Dzigki temu wynikowy klasyfikator nabiera zdolnosci do uog6l-
niania (generalizacji), czyli zdolnosci do skutecznego przyporzadkowywania do
klas nowych przyktadéw, niewidzianych w materiale uczacym.

Schemat graficzny

Obliczenia w perceptronie prostym sa realizowane zgodnie ze schematem przed-
stawionym na rys. 4.1 w kierunku od lewej do prawej. Schemat ten z pewna doza
dobrej woli mozna takze traktowaé jako uproszczony model ludzkiego neuronu.
Sygnaly wejsSciowe oznaczone jako xi,...,x, reprezentuja zaobserwowane lub
zmierzone cechy pewnego obiektu. Sygnaty te sa mnozone przez odpowiednie
wspotczynniki wagowe, a nastgpnie sumowane (co w biologicznych neuronach
odbywa si¢ za pomoca tzw. potaczen synaptycznych). Obliczona suma wptywa
na sygnal wyjsciowy, oznaczony jako f, czyli odpowiedZ uktadu. W zwiazku
z klasyfikacja binarna, mozliwe sa tylko dwa stany odpowiedzi, a jako popularng
konwencj¢ przyjmuje si¢ wartosci {—1,1}. Jezeli obliczona suma jest powyzej
pewnego ustalonego progu, to uktad odpowiada wartoscia 1, w przeciwnym razie
warto$cig —1. Ten element obliczel nazywany jest w ogdlnosci funkcjq aktywacji

'Lub inaczej: z nauczycielem.
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Tn

Rys. 4.1: Schemat graficzny perceptronu prostego (Zrédto: opracowanie wtasne).

neuronu, a w przypadku perceptronu prostego jest to funkcja schodkowa (zazna-
czona symbolicznie na wykresie). MySlac ponownie o biologicznych neuronach,
mozna powiedzie¢, ze dziatanie funkcji aktywacji odzwierciedla sposéb wzbudzania
odpowiedzi neuronu.

Przyjmujac jako prég decyzyjny warto$¢ 0, oméwiony schemat obliczefi mozna
zapisaé nastgpujaco:

S=wo+wixi+ -+ wpX,. 4.1

1 dlas > 0;
s)=4 ' ’ 4.2
f(s) {—1, dla s <0. 4.2)

Notacja, dane, sens geometryczny

Niech D = {(X,-, vi) }i:I.... , 0znacza zbiér danych uczacych (przyktadéw) zawiera-
jacy pary, w ktérych x; = ’(xil ,Xi2, ..., Xin) € R" s3 wektorami cech rzeczywistolicz-
bowych, a y; € {—1,1} skojarzonymi z nimi etykietami klas. A zatem w przypadku
perceptronu prostego o przyktadach uczacych mozna mysle¢ jako o punktach
w przestrzeni R” pokolorowanych za pomoca dwéch koloréw.? Tlustracje dla takiej
interpretacji stanowi rys. 4.2, gdzie pokazano przyktadowa klasyfikacje¢ binarng
na plaszczyznie (n = 2). W tym przypadku kazdy przyktad (lub inaczej — punkt
danych) posiada dwie cechy rzeczywiste, ktére mozemy traktowac jak wspotrzedne
kartezjaiskie. Wskazana na rysunku czarna prosta stanowi liniowa granice decy-
zyjna pomigdzy dwiema klasami punktéw. Oczywiscie jest to prosta przyktadowa,

Zperceptron prosty wymaga cech rzeczywistoliczbowych. Jest to ograniczenie oznaczajace nie-
mozno$¢ pracy na zmiennych (cechach) wyliczeniowych, takich jak np. kolor oczu. Z drugiej strony
wlasnie ten wymég pozwala mysle¢ o przyktadach uczacych i testowych jak o punktach w przestrzeni
R™.
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Rys. 4.2: Przyktad klasyfikacji binarnej na ptaszczyznie (Zrédto: opracowanie wtasne).

a w pokazanej sytuacji mozna wskaza¢ wiele innych prostych (nieskoriczenie wiele)
prawidtowo separujacych dane.

Réwnanie prostej mozna zapisac jako wo+ wix; + woxp, = 0. W przypadku
n =3, tzn. gdy dane przebywaja w tréjwymiarowej przestrzeni cech, liniowa granica
decyzyjna bytaby pewna plaszczyzna o réwnaniu: wgy + wix; + woxp + waxz =
0. A zatem w ogdlnosci mozna powiedzie¢, ze zadaniem perceptronu prostego
jest znalezienie odpowiednich wspétczynnikow wielowymiarowej ptaszczyzny
w przestrzeni R" (nazywanej takze hiperptaszczyzng) o rOwnaniu:

wo +wix; +woxo 4+ - +wpx, = 0. 4.3)
Uscislajac, chcemy znalez¢ pewien wektor wspotczynnikéw w = (wo, wy, ..., wy),
definiujacy konkretne réwnanie plaszczyzny, ktéra wlasciwie separuje dane uczace

wedle ich klasy, tj. taki wektor, ze:

Vi,y,- =1 wo+wixii+waxp+ -+ wuxip > 0. 4.4)

Vi,yi=—1 wo+wixj +waxp+---+wuxi, <O0. 4.5)

W nomenklaturze sztucznych sieci neuronowych poszukiwane wspétczynniki nazy-
wane sa czegsto wspolczynnikami wagowymi lub krétko wagami.
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Patrzac ponownie na schemat graficzny (rys. 4.1) pewnego komentarza wymaga
obecnos¢ sygnatu wejSciowego ustalonego na 1 powiazanego ze wspoétczynnikiem
wo. OczywiScie stata warto§¢ 1 nie stanowi zadnej istotnej informacji wejscio-
wej, ktora w jakikolwiek sposob réznicowataby obiekty. Nalezy jednak zrozumied,
ze tym sposobem wprowadzamy wspétczynnik wy, ktéry stanowi wyraz wolny
w réwnaniu ptaszczyzny. Bez obecnosci tego wyrazu do konkurencji wchodzityby
tylko te plaszczyzny, ktore przebiegaja przez Srodek przyjetego uktadu wspédtrzed-
nych. Tym samym nie wszystkie zbiory danych, dla ktérych istnieje granica liniowa
pomigdzy klasami, mogtyby zosta¢ skutecznie odseparowane. A zatem obecno$¢
wyrazu wolnego wy jest podyktowana geometrycznie.

Wprowadzimy teraz notacj¢ wektoréw Xx; rozszerzong o dodatkowa ceche xg = 1
(dla wygody dalszych zapiséw matematycznych):

X; = (1 s Xily Xi2ye oo ,xl-,,).
Dzigki temu bedziemy mogli iloczyn skalarny wektora wag w i wektora cech x;
zapisaé krétko jako parg: (W, X;):

<W,X,‘> = Z WiXij. (46)
j=0

Algorytm uczenia on-line dla perceptronu prostego

Podany ponizej algorytm 10, nazywany zwyczajowo ,,reguta perceptronu”?, przed-
stawia sposob uczenia on-line dla perceptronu prostego. Uczenie on-line oznacza w

Algorytm 10 ,,Reguta perceptronu”

I: procedura PERCEPTRONLEARNINGRULE(D, 1)

2 w(0) := (0,0,...,0) > poczatkowy wektor wag

3 =0 > licznik krokéw

4 dopéki zbidr blednie sklasyfikowanych punktéw E = {(x;,yi): yi # f((w(k),x;))} jest
niepusty wykonaj

s wylosuj ze zbioru E dowolna pare (X;,y;)

6: popraw wektor wag wg wzoru: w(k+ 1) := w(k) + ny;x;
7 k:=k+1

8: zwré¢ w(k)

ogolnosci, ze poprawki wspoétczynnikéw wagowych odbywaja si¢ na biezaco na
podstawie wlasnie obejrzanego pojedynczego przyktadu*. Oprécz zbioru danych

3Lub alternatywnie ,,reguta delty” w przypadku nieco innej formy zapisu algorytmu.
4W odréznieniu, uczenie off-line (stosowane czasami w bardziej zaawansowanych sieciach neuro-
nowych) dokonuje pojedynczej poprawki po obejrzeniu catego zbioru uczacego.
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uczacych D dodatkowym argumentem podawanym przez uzytkownika na wejscie
algorytmu jest liczba 1) € (0, 1] nazywana wspdiczynnikiem uczenia (ang. learning
rate lub learning coefficient). Wsp6étczynnik ten decyduje o wielko$ci dokonywa-
nych poprawek i stanowi on analogi¢ do dtugosci kroku w metodach optymalizacji
gradientowej. Oznaczenie w(k), uzywane w zapisie algorytmu, oznacza wektor
wag w k-tym kroku (lub inaczej po wykonaniu k poprawek). Licznik k pelni rolg
czysto informacyjng i bedzie rozwazany podczas analizy zbieznosSci algorytmu.
W implementacji moze zosta¢ pominigty.

Najwazniejsza role w algorytmie odgrywa krok poprawiania (aktualizacji)
wektora wag zgodnie ze wzorem:

wk+1) :=w(k) +nyix;. 4.7

Posta¢ tego wzoru moze by¢ dla czytelnika na ten moment niejasna. Dlaczego
sktadnik poprawki wynosi akurat 17y;x;? Ponizej podamy pewng uproszczong moty-
wacje stojaca za tym wzorem, natomiast jego poprawnoSc¢ stanie si¢ w petni jasna
po analizie zbiezno$ci algorytmu.

Przypatrzmy si¢ przez chwilg nastgpujacemu wyrazeniu: y;(w(k),x;). Jezeli
punkt danych (x;,y;) jest aktualnie blednie klasyfikowany, to na pewno zachodzi
nieréwnos$¢ y;(w(k),x;) < 0. Méwiac doktadniej, jezeli y; r6zni si¢ od wyjscia per-
ceptronu f, to rozwazane wyrazenie jest iloczynem dwdch czynnikéw przeciwnych
znakow (lub wynosi zero tylko w przypadku, gdy y; = 11 (w(k),x;) = 0, co powo-
duje f(0) = —1). Mozna zatem skonstruowac nastepujaca wielkos$¢ reprezentujaca
btad dla i-tego przyktadu:

ei = —yi(w(k),x;). 4.8)

Gdy wyjScie perceptronu jest niezgodne z oczekiwang etykieta klasy, to ¢; > 0 —
btad jest obecny. Gdy za$ wyjscie perceptronu jest zgodne z oczekiwana etykieta
klasy, to ¢; < 0, co mozna interpretowac jako brak btedu (lub umownie jako btad
ujemny). Podstawowa technika znana z metod optymalizacji, nakazuje wyznaczy¢
gradient (czyli wektor pochodnych czastkowych funkcji btedu ze wzgledu na po-
szczegblne parametry) i poprawiac optymalizowany wektor parametréw w kierunku
przeciwnym do gradientu, tzn.:

8el~
w(k+1):=w(k)— W)’ (4.9)
Latwo sprawdzié, ze
8ei
8w(k) = —YyiX;, (410)
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co uzasadnia posta¢ wzoru (4.7) na rzecz i-tego punktu danych. Jest to jednak uza-
sadnienie tylko czgsSciowe. Oznacza tylko bowiem to, ze konsekwentne stosowanie
tego wzoru dla pojedynczego ustalonego punktu danych w pewnym momencie spo-
woduje, ze punkt ten bedzie juz dobrze sklasyfikowany. Wyjasnienie to nie pozwala
jednak wnioskowaé, ze wszystkie punkty danych zostang w pewnym momencie
prawidtowo sklasyfikowane w konsekwencji uczenia on-line reprezentowanego
przez Algorytm 10, czyli w efekcie iteracyjnego wykonywania wzoru (4.7) na
rzecz réznych punktéw danych. A zatem nalezy zastanowic sig, czy mozliwe jest
pojawienie si¢ oscylacji w poprawkach i brak zbieznosci algorytmu. Twierdzenie
przedstawione w kolejnym rozdziale i jego dowdd zaprzecza takiej mozliwosci.

Twierdzenie o zbieznosci algorytmu uczgcego
Dla Scistego wypowiedzenia twierdzenia o zbieznosci potrzebna bedzie formalna
definicja liniowej separowalnosci danych:

Definicja 4.1.1 — liniowa separowlanos¢. Méwimy, ze zbiér danych D =

pewien wektor w* = (w§,wj,...,w;), taki ze:
Viyi=1 (W'x;)>0, 4.11)
Vijyi=—1 (w"x;) <O0. (4.12)

Twierdzenie 4.1.1 Jezeli zbiér danych uczacych jest liniowo separowalny, to
algorytm perceptronu prostego zatrzyma si¢ po skoniczonej liczbie krokéw, ogra-
niczonej z géry w nastgpujacy sposéb:

R2

k<

gdzie R,y to pewne dodatnie state okreslone przez rozklad punktéw danych.

Dowdd. Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia. Niech w* oznacza dowolny opty-
malny wektor wag (tzn. wektor wspdélczynnikéw ptaszczyzny optymalnie separu-
jacej dane). Nie znamy z géry zawartoSci takiego wektora, ale wiemy, ze takowy
istnieje, skoro zbidr danych jest liniowo separowalny. Bez straty ogélnosci przyj-
mijmy, ze wektor ten jest unormowany do dtugosci 1, tzn. |w*|| = 1. Niech R > 0
oznacza tzw. promie#i danych, zdefiniowany jako

R= max |xi]. (4.13)

yeuesl

Innymi stowy, dane mozna zamkna¢ w kuli o promieniu R. Dalej, niech ¥ > 0
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oznacza tzw. margines separacji zdefiniowany jako:

_ yi{w”,xi)
Y= i ol @19

Mozna sprawdzi¢, ze wyrazenie pod operatorem minimum reprezentuje odlegto$¢
punktu danych x; od ptaszczyzny separacji okreslonej wektorem w*. Dodatkowo
wprowadZmy stata y bedaca wielkoscia proporcjonalng do ¥ z zaniedbaniem mia-
nownika, tj. y=Y[[(w},...,wh)|| = mini=1__n yi(W*,X;).

Pokazemy, ze kat pomigdzy wektorem w* a kolejnymi wektorami w(k) stop-
niowo maleje w trakcie pracy algorytmu. Kosinus tego kata mozna przedstawié
jako

(w(k), w)
Iw GOl 1) [Iw(®)][ [w"]]

l

a zatem potrzebujemy obserwowac zmienno$¢ iloczynu skalarnego (w(k), w*) oraz
normy ||w(k)|| w trakcie pracy algorytmu. Wykonamy to w sposéb rekurencyjny,
stosujac wielokrotnie wzoér (4.7) na poprawke wag.

Rozwijajac rekurencyjnie (w(k), w*) otrzymujemy ciag nieréwnosci:

(W w(k)) = (W wlk—1) +nyx;) = (W w(k— 1)) + 1y (W x;)
——
=Y
(w*,w(k—1))+ny
(W', w(k—2)) +2ny

VoV

WV

(W, w(0)) +kny. (4.15)
0

Nieréwno$¢ (w*,w(k)) > kny oznacza, ze obserwowany iloczn skalarny ros$nie
podczas pracy algorytmu i po k krokach wynosi przynajmniej k1Y (pamigtajac, ze
wszystkie te state sa dodatnie). Wzrost iloczynu skalarnego to warunek konieczny,
aby kat pomigdzy wektorami malal, ale niewystarczajacy, poniewaz norma ||w(k)||
moze teoretycznie takze rosnac. Pokazemy, ze taki wzrost normy moze co najwyzej
nastgpowac w wolniejszym tempie wzgledem indeksu k.

Bezposrednie rozwinigcie rekurencyjne ||w(k)|| jest niewygodne ze wzgledu na
pierwiastek kwadratowy wystgpujacy we wzorze normy. Rozwinmy zatem kwadrat
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normy (odkladajac operacje pierwiastkowania na pdzniej):

Iw(k)[|* = (w(k), w(k))

(w(k—1)+nyx;, wk—1)+nyix;)
= [[w(k—1)|> +2nyi(w(k—1),x) +0° »7 ||xi[|>
- ~—

<0 1 <R?
< lwlk—1)|]*+n°R?
< |wk—2)|* +2n°R?
< |lw(0)||>+kn*R>. (4.16)
~—

A zatem po k krokach algorytmu ||w(k)|| wynosi co najwyzej vknR.
Otrzymane ograniczenia nieréwnosciowe (4.15) i (4.16) taczymy za pomoca
nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza — (a,b) < ||a|||b|| — otrzymujac:

kny < (w(k),w") < [w(k)| |w"] < VAnR. (4.17)
el
Mozna zauwazy¢, ze powyzszy uktad nieréwnosci moze pozostawac prawdziwy
tylko dla skoficzonego zbioru indekséw k, poniewaz dolne ograniczenie skaluje si¢
liniowo wraz z k, za$ gérne skaluje sie tylko z v/k. Rozwiazujac skrajna nieréwno$é
ze wzgledu na k otrzymujemy ostateczne ograniczenie na maksymalng liczbe
krokéw w algorytmie:

kny < VknR
R (4.18)

kgﬁ.

Perceptron wielowarstwowy
Schematy sieci i oznaczenia

Sztuczne neurony moga tworzy¢ réznego rodzaju wigksze struktury zwane sieciami
neuronowymi [Murl2; Rut12]. Jedna z prostszych takich struktur jest tzw. sie¢
jednowarstwowa. Schemat sieci jednowarstwowej prezentuje rys. 4.3. Sieci moga
rowniez posiadaé struktur¢ wielowarstwowa, gdzie sygnaly sa przekazywane z
warstwy poprzedniej do kolejnej przy zatozeniu, Ze neurony w tej samej warstwie
nie sa ze soba potaczone, a sie nie posiada sprzg¢zen zwrotnych. Sa to tak zwane
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sieci jednokierunkowe (ang. feedforward neural networks). W wielowarstwowych
sieciach musza istnie¢ przynajmniej dwie warstwy: wejsciowa i wyjsciowa. Pomig-
dzy nimi moga znajdowac si¢ warstwy ukryte. W sytuacji kiedy sie¢ zawiera tylko
dwie warstwy, warstwa wejSciowa utozsamiana jest z warstwa ukryta. Niektore
opracowania interpretuja wektor sygnatéw wejsciowych podawanych do sieci neu-
ronowych jako warstwe wejsciowa. Schemat sieci wielowarstwowej znajduje si¢ na
rys. 4.4.

Rys. 4.3: Sie¢ perceptronowa jednowarstwowa. Uzyta ogélna notacja .47, oznacza
k-ty neuron w warstwie I-tej (zrédto: opracowanie wtasne).

Zaktadajac, ze rozpatrujemy sie¢ neuronowa posiadajaca L warstw, nalezy
zauwazy¢, ze wyjScie neuronu k w warstwie [ bedzie jednoczesnie k-tym wejSciem
dowolnego neuronu w warstwie [ + 1. Korzystajac z tej zalezno$ci mozna zapisac,
Z€ Y| k = X/ 41> €O uogolniajac mozna przedstawi¢ w postaci zapisu:

Xk, dla k > 0,1 = 1; (sygnaly wejSciowe pierwszej warstwy);
Xk =9 Vi+1k dlak>0,1=2,...L; (4.19)
1, dlak=0,l=1,...,L;

gdzie przez x; o rozumiemy wejscie progowe, na ktére zawsze podawana jest war-
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Rys. 4.4: Sie¢ perceptronowa wielowarstwowa (Zrédto: opracowanie wtasne).

tos$¢ 1. Wektor wszystkich wag neuronu k w warstwie / moze zapisac jako:
Wi = (Wik0s Wiki1s- s WIAN, 1 ) » l=1,....L, k=1,...,N;, (4.20)

gdzie przez N;_; rozumiemy liczb¢ neurondw w warstwie [ — 1. A zatem przyjety
sposOb numeracji pozwala interpretowac indeksy wagi wy ;. ; skojarzonej z pewnym
polaczeniem jako kolejno: [ — numer warstwy, k — ,,dokad” prowadzi potaczenie
(do ktérego neuronu w warstwie /), j — ,,skad” wychodzi polaczenie (z ktérego
neuronu w warstwie [ — 1). Przyjecie konwencji, gdzie numer ,,dokad” poprzedza
,-skad” moze wydawac si¢ nienaturalne, ale wynika z faktu, ze implementacje obli-
czefi sieci neuronowych sa zwykle realizowane macierzowo. Dla kazdej warstwy,
wagi stojace przy polaczeniach prowadzacych do tego samego neuronu kolejne;j
warstwy sa przechowywane w tym samym wierszu macierzy, co pozwala na ob-
liczenie wektora sum wazonych danej warstwy poprzez mnozenie macierzowe:
macierz wag - kolumna sygnaléw wejsSciowych. A zatem kazdy element takiego
wynikowego wektora (kolumnowego) jest iloczynem skalarnym odpowiedniego
wiersza wag i sygnaléw wejsciowych — patrz dalej na wzér (4.22).

Sygnat wyjsciowy dowolnego neuronu .47 jest obliczany jako:

yik = f(six), (4.21)
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422

gdzie f jest przyjeta funkcjq aktywacji neuronu, a jej argument s;  jest suma wazong
sygnatow wejsciowych (lub inaczej — iloczynem skalarnym wektora wag i wektora
wejseé):
N
S]’k = W”{‘j -xl’j. (422)
j=0
Przyktady powszechnie stosowanych funkcji aktywacji zostang podane w kolejnym
punkcie.
Schemat dziatania pojedynczego k-tego neuronu w warstwie [ przedstawia
rys. 4.5. Nalezy zauwazyc¢, ze sygnaly wyjSciowe neuronéw w warstwie L:

YL1,YL2;5-+ VLN, > (4.23)

sa jednoczesnie sygnatami wyjSciowymi dla calej sieci neuronowej [Piel9].

X0=1

Vi—1,1 = X1,

Yik = Xi+1k
M1

@ YI=U Ny = XNy ‘

Rys. 4.5: Schemat dziatania k-tego neuronu w warstwie [ (Zrédto: opracowanie
wtasne).

Uniwersalna aproksymacja

Dla pozadanego dziatania sieci wazne jest dobranie odpowiedniej liczby jej warstw
oraz liczby neuronéw. WielkoSci te sa uzaleznione od problemu, ktéry sie¢ powinna
rozwiazywac. Zgodnie z rezultatami matematycznymi Cybenki i Kolmogorowa
o aproksymacji za pomoca kombinacji funkcji sigmoidalnych, czyli funkcji postaci

1

— 4.24
14+e ’ ( )

f(s)
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gdzie s to pewna suma wazona argumentéw wejSciowych, wiadomy jest fakt, ze
za pomoca sieci z jedna warstwa ukryta mozna przyblizy¢ dowolng funkcje cia-
gla. Twierdzenie Kotmogorowa méwi, ze funkcje ciagta wielu zmiennych mozna
przedstawi¢ w postaci sumy funkcji jednej zmiennej [Kol57]. Z kolei twierdze-
nie Cybenki méwi, ze sigmoidalna sie¢ neuronowa ma uniwersalne wiasciwosci
aproksymacyjne [Cyb89], czyli ze dla dowolnej funkcji ciagtej mozna dobra¢ odpo-
wiednia sigmoidalng sie¢ neuronowa, ktéra ja przyblizy z dowolnie matym bigdem.
Niestety, powyzsze rezultaty sa egzystencjalne, a nie konstruktywne. To znaczy,
stwierdzaja one istnienie wspomnianych wiasnosci, jednak nie podaja konkret-
nego przepisu, ktéry mowitby, w jaki sposoéb uzyskaé wtasciwy aproksymator dla
podanego zbioru danych.

Przeuczenie i zdolnos¢ do uogélniania

Zbyt mala liczba neuronéw w sieci moze skutkowaé niedostatecznym dopasowa-
niem utworzonej powierzchni funkcyjnej do prawidtowosci tkwigcych w danych.
Z kolei zbyt duza liczba neuronéw przy jednoczesnie zbyt matej liczbie przyktadéw
uczacych moze skutkowac przeuczeniem sieci (ang. overfitting). Przeuczenie to zbyt
doktadne dopasowanie powierzchni funkcyjnej sieci do poszczegdlnych punktéw
danych uczacych i tym samym do szumow tkwiacych w nich. Powoduje to zwykle
duze lokalne wahania uzyskanej powierzchni funkcyjnej, niezgodne z ogélnymi
wlasno$ciami modelowanego zjawiska. Méwiac jeszcze inaczej, sie€ przeuczona
potrafi bardzo doktadnie odtwarzac¢ dane uczace, ale ma niska doktadnos¢ na danych
testowych (niewidzianych podczas uczenia), czyli staba zdolnosé do uogdlniania®.
A wtasnie na tej drugiej wlasnosci powinno nam zaleze€.

Popularne funkcje aktywaciji neuronu

Wspomniana funkcja sigmoidalna a takze pokrewny jej tangens hiperboliczny stano-
wity historycznie najczeSciej stosowane funkcje aktywacji (szczegdlnie
w minionym stuleciu). Wspélczesnie, najwigksza popularnoscia cieszy sig¢ funkcja
o nazwie ReLU (ang. Rectified Linear Unit) i pewne jej warianty. Nalezy zazna-
czyé, ze mowa tu o aktywacjach dla warstw ukrytych. Jezeli chodzi o warstwe
wyjsSciowa, to wybdr funkcji aktywacji dla niej jest zwykle podyktowany typem
zadania matematycznego, ktére siec realizuje. W przypadku zadania regresji (lub
roéwnowaznie aproksymacji), gdzie na wyjSciu przewidywana ma by¢ pewna liczba
rzeczywista (lub wektor takich liczb) — np. sita wiatru, warto$¢ waluty, natgzenie
pradu itp. — zwyczajowo nie zalacza si¢ zadnej specjalnej funkcji aktywacji, co
oznacza rownowaznie ze dziata wéwczas funkcja liniowa. W przypadku zadania
klasyfikacji, najbardziej popularng jest tzw. funkcja softmax. Jest ona pokrewna

SInaczej: generalizacii.



m Perceptrony

do funkcji sigmoidalnej, ale wymusza sumowanie si¢ wszystkich aktywacji do
jednosci, tak jak w rozkladach prawdopodobiefistwa, co pozwala na wskazanie
wynikowej klasy zgodnie z numerem neuronu o najwigkszej wartosci aktywacji
softmax (prawdopodobiefistwo najblizsze wartosci 1).

Najczgsciej uzywane funkcje aktywacji wraz z ich pochodnymi zostaly przedsta-
wione w tabeli 4.1. Nalezy zaznaczy¢, ze pochodne odgrywaja wazna rolg podczas
uczenia sieci podczas wstecznych przebiegéw obliczeri.

Tabela 4.1: Zestawienie wybranych funkcji aktywagcji neuronu (zroédto: opracowane
na podstawie: https://en.wikipedia.org/wiki/Activation_function).

nazwa funkcji wykres wzOr pochodna
liniowa fls)=s flis)=1
skok 0, dlas<0;
jednostko = ’ ’ "(s)=0dlas#0
j wy f(s) {17 dlas < 0. f'(s) s #
sigmoidalna f(8) = 5= F1(9) = F(s) (1= £(5)
tangens
hiperboliczny f(s) =tanh(s) = &4 fl(s)=1—f2(s)
0. dlas<0 0, dlas < 0;
s asx VY .
ReLU fls)y=<" g f'(s) =< nieist., dlas=0;
s dlas>0.
1, dlas > 0.
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4.3 Algorytm wstecznej propagacii bteddw

Algorytm wstecznej propagacji btedéw

Podstawowa metoda uczenia jednokierunkowej sieci neuronowej jest algorytm
wstecznej propagacji btedow (ang. backpropagation) [Murl2; Rutl2] opracowany
w 1986 r. przez Davida Rumelharta, Geoffrey’a Hintona i Ronalda Williamsa
[RHWS86]. Sie¢ neuronowa podczas obliczania odpowiedzi przepuszcza sygnat
wejsciowy podany do sieci przez wszystkie warstwy, az do warstwy wyjSciowe;j.
Uczenie sieci odbywa si¢ w przeciwnym kierunku. Algorytm wstecznej propagacji
btedu, tak jak sugeruje nazwa, po obliczeniu odpowiedzi sieci koryguje wagi neu-
ronow, propagujac btad wyjsSciowy ,,wstecz”, z uwzglednieniem potaczen migdzy
warstwami, a takze funkcji aktywacji neuronéw.

Do korygowania parametréw (wag) sieci potrzebna jest pewna funkcja btedu
wyrazajaca iloSciowo, jak duza jest niezgodnos$¢ pomigdzy pozadana odpowiedzia
a faktycznie otrzymanym wyjsciem sieci. Stosowane bywaja rézne funkcje btedu,
a ich wybdr jest takze powiazany z rodzajem realizowanego zadania. Dla zadania
klasyfikacji powszechnie wybierang do uzycia funkcja btedu jest entropia krzyzowa,
natomiast dla zadania regresji (czyli inaczej aproksymacji) taka funkcja jest btqd
kwadratowy. Przy okazji mozna zwrdci¢ tu uwage na pewna subtelno$¢ nazewnicza
zwigzang z tym, ze w literaturze stosowana bywa réwniez nazwa funkcja straty
(ang. loss function). I na przyktad spotka¢ mozna nazwy angielskie: cross-entropy
loss, squared loss. Rzecz w tym, ze funkcja straty jest zdefiniowana na rzecz
pojedynczego przyktadu uczacego lub testowego — tj. pojedynczej pary (X;,y;),
natomiast funkcje btedu sa zwyczajowo rozumiane jako sumy wartosci funkcji
straty dla wigkszej liczby przyktadéw, np. dla calego zbioru uczacego (tryb uczenia
off-line) lub tez pewnego jego losowego podzbioru zwanego takze wsadem (tryb
uczenia tzw. mini-batchami).

Indukcja wyrazen btedu i poprawki wag sieci

Dla uproszczenia rozwazai w ponizszych wyprowadzeniach wybrano kwadratowa
funkcje straty, i tym samym nalezy mySleé, ze sie¢ neuronowa realizuje zadanie
regresji czyli przewidywanie pewnej wielkoSci rzeczywistoliczbowej. Zgodnie
z 0g6lna metoda najmniejszych kwadratéw, wspomniany btad pomigdzy odpo-
wiedzig sieci a wyjSciem pozadanym jest obliczany jako kwadrat r6znicy pomig-
dzy tymi wielko$ciami. Nalezy u§wiadomic sobie, ze zmiana praktycznie dowol-
nej wagi sieci ma wplyw na ten blad i poprzez odpowiednia zmiang takiej wagi
mozna btad redukowac. Wzory na poprawki wyznaczone dla wag znajdujacych
si¢ blisko warstwy wejSciowej sieci przyjmuja postaé dlugich iloczynéw (lub
sum iloczynéw), a pewne fragmenty tych wzoréw zwiazane z koncowymi war-
stwami powtarzaja si¢. Algorytm wstecznej propagacji btedéw (zaproponowany
przez Rumelharta i in.) stara si¢ wiasnie wykorzysta¢ obecnos¢ tych powtérzen
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w celu zredukowania czasu obliczen, dlatego tez algorytm ten jest sformutowany
w postaci indukcyjne;.

Przypusémy, ze ustalony jest pewien przyklad uczacy jako wektor wejSciowy
do sieci, a oczekiwany dla niego wektor wyjsciowy to (yf,...,yy, ). Wéwczas btad
sieci neuronowej mozemy zdefiniowaé jako:

1, 1X o2
" ==Y (=¥ (4.25)
2 2k:1

Zgodnie z najprostszym podejSciem gradientowym og6lny wzor na korekte pewnej
wagi w sieci mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

1,2
aie

W[7k7j([+ 1) = W[ﬁk_’j(t) — nm
k) 7.1

(4.26)
Indeks ¢ zapisany w nawiasie oznacza numer kroku w algorytmie.

Ponizej podane zostang ogélne wzory pozwalajace realizowac poprawki wag
zgodnie z algorytmem wstecznej propagacji btgdu, w ktérych pochodna o %ez /Wi (1)
oblicza si¢ za pomoca odpowiednio okreslonych indukcyjnie wyraZer btedu Oy .
Natomiast w punkcie 4.3.2 czytelnik bedzie mial okazj¢ poréwnac, jak wzory te
maja si¢ do wzoréw (dtugich iloczynéw pochodnych) wyprowadzanych ,,recznie”
na rzecz przyktadowej prostej sieci neurnowej z jedna warstwa ukryta.

Backpropagation — indukcja wyrazen btedu:

YLk = Yi> I=L;
5 s ). y k 4.27
=S {Z}/Y[ff Wit jkOri1,j, [=L—1,L=2,....1, e

gdzie &; ; oznacza wyrazenie bledu k-tego neuronu w warstwie /.

Backpropagation — poprawka dowolnej wagi w sieci (gradient prosty):
Wi j(t+1) = wig () =1 S pxj- (4.28)

Istotnym jest fakt, ze wyrazenia 0, x zwiazane z pochodnymi propagowanych
bltedéw sa w algorytmie obliczane od prawej strony schematu sieci ku lewej,
tj. zgodnie z malejaca kolejnoscia indeksu / = L,L —1,...,1. Zlozenie wzoréw
(4.27) 1 (4.28) wynika z dwéch regut rachunku rézniczkowego: reguty taricuchowej
(ang. chain rule) i reguty sumy. Ta pierwsza méwi, ze pochodna funkcji zagniez-
dzonej jest obliczana jako pochodna funkcji zewngtrznej razy pochodna funkcji
wewngtrznej. Ta druga méwi, ze pochodna sumy to suma pochodnych. Innymi
stowy pochodne czastkowe funkcji btedu obliczane w sieci neuronowej wzdluz
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pewnej pojedynczej Sciezki potaczen powinny by¢é mnozone, za$§ pochodne obli-
czane wzdtuz Sciezek alternatywnych powinny by¢ sumowane. W szczegdlnosci,
zasadniczy krok indukcyjny — druga linia (4.27) — warto zapamigta¢ stownie
w sposéb nastepujacy: wyrazenie biedu & x na rzecz k-tego neuronu w warstwie
obliczane jest jako iloczyn pochodnej jego funkcji aktywacji oraz wazonej sumy
(wzigtej po potaczeniach wychodzacych) wyrazen bledu &1 . neuronéw w kolejnej
warstwie. Pomimo ze w niniejszym punkcie omawiane sa tylko sieci perceptronowe
powyzszy stwierdzenie jest ogélne i prawdziwe dla innych sieci jednokierunkowych
z réznymi rodzajami warstw i r6znymi funkcjami aktywacji. M.in. jest ono praw-
dziwe dla waznych wspdtczesnie glgbokich sieci splotowych (ang. convolutional
neural networks).

Ogdlny krok indukcyjny wstecznej propagacji btedu warto zapamigtaé jako:

Ok :=pochodna funkcji aktywacji neuronu 4] razy suma wazona (wzigta po
polaczeniach wychodzacych z .47 ;) wyrazen btedu ;41 . neuronéw .47 . w kolejnej
warstwie.

Zaprezentowany dotychczas rodzaj uczenia to tzw. uczenie on-line. Polega ono
na modyfikacji wag sieci kazdorazowo po ,,0bejrzeniu” pojedynczego przykladu
uczacego. Odmiennym rodzajem jest uczenie off-line, gdzie poprawka kazdej wagi
odbywa si¢ dopiero po obejrzeniu przez sie¢ wszystkich przyktadéw i wyznaczeniu
sumarycznego bledu. Uczenie off-line jest doktadniejsze, poniewaz postugujemy
si¢ w nim petnym gradientem, ale znacznie wolniejsze. W uczeniu on-line poprawki
wykonywane sa znacznie czgsciej, ale w danym momencie postugujemy sig tak na-
prawde tylko pojedynczym sktadnikiem gradientu ze wzgledu na ustalony przyktad
wejsciowy (sposroéd wszystkich m sktadnikéw). Mowi sig woéwcezas o tzw. gradien-
cie stochastycznym, lub inaczej losowym, co oznacza, zZe proces uczenia, pomimo
schodzenia w kierunku antygradientu stochastycznego (SGD — ang. Stochastic
Gradient Descent) przypomina czgSciowo losowe btadzenie, poniewaz mozemy
mie¢ do czynienia z oscylacjami w trajektorii wektora wag.

Méwiac ogdlnie, uczenie sieci polega na poszukiwaniu minimum funkcji btedu,
ktéra jest funkcja wielu zmiennych. Funkcja ta posiada tyle zmiennych, ile jest wag
(parametréw) w sieci, a co za tym idzie tak skomplikowana funkcja moze posiadac
wiele minimow lokalnych. Niestety kazdy algorytm gradientowy nie jest odporny
na to zjawisko i moze si¢ zdarzy¢, ze utknie w jednym z takich miniméw.

W procesie uczenia duze znaczenie ma réwniez wspétczynnik uczenia 7. Nie-
stety nie istnieje ogélna metoda doboru jego wartosci. Duza warto$¢ wspdtczynnika
powoduje duze zmiany wag i gdy funkcja celu jest stroma, moze to skutkowac
oscylacja wokot rozwiazania. Niska warto$¢ wspélczynnika uczenia, sprawdzajaca
si¢ przy stromych funkcjach celu, wydtuza proces uczenia na powierzchniach, gdzie
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wartoSci gradientu sa niewielkie. Wspétczynnik ten mozna w sposéb rownowazny
interpretowac jako wielkos$¢ kroku poprawki w metodach gradientowych. Warto$¢
wspoétczynnika zwykle dobiera si¢ eksperymentalnie i zalezy ona od problemu,
ktéry nalezy rozwiazac [Piel9].

Istnieje wiele modyfikacji metody wstecznej propagacji bledu, majacych na
celu lepsze radzenie sobie z problemem miniméw lokalnych, a takze przyspieszenie
procesu uczenia. Niektére z tych modyfikacji to: uczenie z rozpgdem, algorytm
zmiennej metryki, RPROP [RB93], metoda gradientéw sprzgzonych, algorytm
Levenberga-Marquardta [HM94], rekurencyjne najmniejsze kwadraty [BR98], Ada-
Grad [DHS11], RMSProp [HSS12], czy wreszcie najbardziej powszechny aktualnie
aglortym Adam [KB14]. Czgs$¢ sposréd wymienionych tu algorytméw omdéwiono
dalej w punktach 4.3.3-4.3.9.

Wsteczna propagacja dla prostego przyktadu sieci

Sieci neuronowe moga tworzy¢ rozne skomplikowane struktury. W tym miejscu
postaramy si¢ przyblizy¢ jedna z podstawowych i najprostszych struktur — sie¢
z jedng warstwa ukryta i jednym wyjsciem, ktéra moze zosta¢ uzyta do zadania
aproksymacji danych. Schemat sieci przedstawia rys. 4.6. Sie¢ ta zawiera N neuro-
néw w warstwie ukrytej. W kazdym z neuronéw obliczana jest najpierw odpowiedz
bloku sumowania sy:

n
sk=vio+ Y vkjxj, k=1,...,N. (4.29)
j=1
Nastepnie obliczana jest odpowiedZ bloku funkcji aktywacji:
1
¢(Sk) - l_i_efsk?
W powyzszym przykladzie zostata uzyta sigomoidalna unipolarna® funkcja aktywa-
cji. Na wyjSciu sieci znajduje si¢ pojedynczy neuron z liniowa funkcja aktywacji.
Liniowa funkcja aktywacji moze zosta¢ pominigta, a dzialanie warstwy wyjsciowe;j
posiada nastgpujaca postaé:

=1,...,N. (4.30)

N
y=wo+ Y wi ¢(st)- (4.31)
k=1

Wz6r na uczenie sieci neuronowej bazuje na wzorze (4.26). Blad sieci moze zostaé
uproszczony do postaci:

12_1 *\2
5¢ —2(y )5, (4.32)

5Przymiotnik unipolarna oznacza, ze funkcja przyjmuje wartosci z przedziahu (0, 1), funkcja
bipolarna przyjmowataby wartosci z przedziatu (—1, 1).
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Rys. 4.6: Szczegdtowy schemat dziatania sieci neuronowej z jedng warstwg ukrytg
(zrédto: opracowanie wtasne).

gdzie y to odpowiedzZ sieci neuronowej, a y* to warto§¢ oczekiwana dla danych
wejSciowych. Znajac ogdlny wzér (4.26), mozna wyprowadzi¢ z niego wzory
poprawiajace wagi wy oraz wagi vi;. W przypadku wag v;; wyprowadzenie ma
nastgpujaca postac:

d3e? B d3e? 9y 99(sk) Isk
dvij Ay 9P(sk) dsp Oy
d5(y—y") d(wo+wid(s1)+ - +wid(se) +- -+ wy(sw))

dy 99 (st) | (4.33)
) P (si) ) O (Vko + Vi X1+ Fvijxj 4o+ ViXn)
aSk aij

=(=y) Wi @(si) (1= (sx)) ;.
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Warto wyjasnié, ze fragment zwigzany z pochodna funkcji aktywacji postaci:

8¢(Sk) . e Sk B ek 1—1 B -
Ik (14e)?  (I+en)? =9 (sk)(1 =9 (sx)), (4.34)

wynika z wlasnosci sigmoidalnej funkcji aktywacji. Pozwala on obliczy¢ pochodng
na podstawie znajomosci obliczonej wczesniej wartosci funkcji w punkcie (czyli
wykonanego juz wcze$niej przebiegu obliczen sieci w przod).

Z kolei wyprowadzenie dla wag wy ma postac:

8%(32 _ 8%(32 dy
dwy dy dwy
_ I3 (y—y*)? I (wo+wi@(s1) +- +wed(se) +- -+ wyd(sy)) (4.35)
dy owi
= (=)o)

W efekcie otrzymujemy dwa wzory pozwalajace na korygowanie wag sieci:

Vij =V =1 (0 =Y") Wi 9 (si) (1 — 9 (s6)) - x;, (4.36)
wii=we—1-(y—=y") - 9 (se)- (4.37)

Na rysunkach 4.7-4.9 przedstawiono przyktad zastoswania sieci jednowar-
stwowej do aproksymacji pewnej funkcji dwéch zmiennych. Rys. 4.7 obrazuje
powierzchnig funkcji, ktéra chcemy zaproksymowac i zaczerpnigte z niej m = 1000
punktéw jako przyktadéw uczacych (wartosci y; z dodanym szumem normalnym
~ N(0,1)). Rysunki 4.8 1 4.9 obrazuja uzyskane dla tych danych dwa przyktadowe
aproksymatory — sieci neuronowe odpowiednio o N = 4 neuronach (model mniej
doktadny) i N = 16 neuronach (model bardziej doktadny).

Uczenie z rozpgdem — Momentum Backpropagation

Metoda ta polega na dodaniu do wzoru na korektg dowolnej wagi (parametru) sieci
tzw. sktadnika momentum (lub inaczej rozpedu), ktory jest utamkniem korekty
z wezesniejszego kroku [Klg05]. Dla czytelnosci zapiséw zaniedbajmy chwilowo in-
deksy wag, a takze oznaczmy réznicg w(t + 1) — w(t) jako Aw(t). Opisany powyzej
zmodyfikowany wzor na korekte dowolnej wagi ma zatem postac:

ILe ()
- 82w(t)

Aw(t) = +VAw(t—1), (4.38)
gdzie v jest tzw. wspélczynnikiem momentum (ang. momentum rate) wybieranym
z przedziatu [0, 1). Zwykle przyjmuje si¢ stosunkowo wysokie wartosci v, np. v =
0.9 [BS00; 0s000; RM99].
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funkcja aproksymowana dane uczace (m = 1000, ~ N(0,0.1))

Rys. 4.7: Funkcja dwdch zmiennych i pobrane z niej zaszumione prébki uczace
(Zrédto: opracowanie wtasne).

funkcja aproksymowana aproksymator neuronowy (N = 4)

Rys. 4.8: Funkcja aproksymowana i aproksymujgca jg sie¢ neuronowa (1 warstwa
ukryta neurondw z sigmoidalng funkcja aktywacii) otrzymana dia nastaw: N =4, 10°
iteracji uczgcych, n = 0.005, 32-elementowy wsad uczqgcy. Sredni btad kwadratowy
(MSE): 0.1013, Wspdtczynnik dopasowania modelu (R2): 0.6254 (Zzrodto: opracowanie
wtasne).
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funkcja aproksymowana aproksymator neuronowy (N = 16)

Rys. 4.9: Funkcja aproksymowana i aproksymujgca jg sie¢ neuronowa (1 warstwa
ukryta neurondw z sigmoidalng funkcjg aktywacii) otrzymana dla nastaw: N = 16, 10°
iteracji uczgcych, n = 0.005, 32-elementowy wsad uczqcy. Sredni btad kwadratowy
(MSE): 0.0212. Wspdtczynnik dopasowania modelu (R%): 0.9216 (zrédto: opracowanie
wtasne).

Dzigki sktadnikowi rozpgdu zmiana wagi zalezy nie tylko od samego gradientu
w aktualnym punkcie, ale i od zmian tej wagi z wczesniejszych krokéw, jako ze
zgodnie z regula (4.45) wyraz Aw(r — 1) zagniezdza w sobie rekurencyjnie wyrazy
Aw(t —2), Aw(t — 3), itd. Nadaje to procesowi uczenia pewnej bezwtadnosci, ktéra
powoduje, ze kierunek zmian wag jest z kroku na krok modyfikowany nieznacznie,
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o ile nie przeciwstawi mu si¢ catkowicie aktualny gradient [Klg05].

W skrécie mozna powiedzieé, ze metoda momentum wygtadza proces uczenia
w stosunku do podstawowej metody gradientowej. Efekt wygtadzenia wnosi dwie
zalety:

1. niweluje oscylacje w sytuacji gdy proces uczenia natrafi na obszar po-
wierzchni btedu przypominajacy ,,stromy wawdz”, ktéry opada delikatnie
wzdhuz swojej dtugosci; podstawowa metoda gradientowa powodowataby
wowczas przeskakiwanie z jednego na drugi brzeg wawozu, podczas gdy
efektywne poruszanie si¢ w kierunku opadania wawozu bytoby powolne,

2. przyspiesza proces uczenia na powierzchniach btgdu o matym nachyleniu,
tj. wtedy gdy warto$ci d3e?(t)/dw(t) sa bardzo mate.

Obie te zalety wynikaja z faktu, ze w metodzie momentum zgodne skladowe
kolejnych gradientéw wzmacniaja si¢, natomiast przeciwne wzajemnie znosza
[Klg05].

Rekurencyjne rozwinigcie wzoru (4.45) jest nastepujace:

1
Aw(t) = — a;;ig)wm(t_n
d1e? (1) dte?(t—1)
1 w) #v(=n eI Fva(i-2))

AL (1) Ile(r—1) ale2(r—2)

= (G (e )
= al(t=k)

—np o (439)

Jak mozna zauwazy¢, wzor na korekte wagi jest suma wyktadnicza po wszystkich
wczesniejszych wyrazach gradientu. Poniewaz v < 1, wktad dawnych gradientéw
maleje wyktadniczo z kazdym krokiem uczenia. Najwigkszy wpltyw na sume¢ maja
stosunkowo niedawne gradienty. Dla v — 0" proces uczenia szybko ,,zapomina”
o niedawnych gradientach i szybko reaguje wedtug aktualnego gradientu. Dla
v — 17 proces uczenia ,,ma dtuga pamigc”, jest stabilny, ale wolno reaguje na nowe
gradienty [RM99].

Przyktadowe ilustracje poréwnujace dzialanie zwyktej metody gradientowej
z metoda momentum pokazano na rys. 4.10.

Wspomniane wczesniej przyspieszenie na plaskich obszarach powierzchni
btedu mozna pokazaé nastgpujaco. Przyjmujac, ze w rozwinigciu wyktadniczym

103
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Rys. 4.10: Poréwnanie dziatania zwyktej metody gradientowej (po lewej stronie) z
metodg momentum (po prawej stronie) w pewnej przestrzeni dwdch wag. Rysunki
pokazujq stan uczenia po takiej samej liczbie krokdw algorytmu (zrédto: (Kle05)).

1,2
(4.39) kolejne gradienty sa bardzo mate i stafe, 882; (t()’ )G = const., otrzymujemy:

= dle(t—k) d
Aaw(it)=—m Y V2 = _ncY v
k;) aw(t —k) kg(')
n
=———-GC. 4.40
1—-v (4.40)
Ostatnie przejScie wykorzystuje fakt, ze Y, vE = lim,_e % = ﬁ

dla |v| < 1. Traktujac teraz wyrazenie 11/(1 — v) jako efektywny wspétczynnik
uczenia, zauwazamy, ze przewyzsza on zwykty wspétczynnik uczenia 1 (lub jest
mu réwny), dzigki dzielnikowi 0 < 1 — v < 1. Zatem np. dla v = 0.9 uzyskujemy
na plaskiej powierzchni btgdu dziesiaciokrotne przyspieszenie uczenia w stosunku
do uczenia, w ktérym korekty uwzgledniatyby tylko wyrazenie —nG.
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Przy stosowaniu metody momentum nalezy pamigtac, ze sktadnik rozpgdu nie
powinien catkowicie zdominowaé procesu uczenia, gdyz moze to prowadzi¢ do
niestabilnosci algorytmu. Dobrze jest na biezaco obserwowac warto$¢ funkcji btedu
w procesie uczenia, dopuszczajac do jej wzrostu w ograniczonym zakresie, np. o
5%. Jezeli prég ten miatby zostac naruszony, to nalezy zignorowaé sktadnik rozpgdu
poprzez wymuszenie Aw(f — 1) = 0. Spowoduje to, ze sktadnik gradientowy odzyska
na nowo decydujacy wplyw na proces uczenia [Oso00].

Resilient Backpropagation — RPROP

Metode RPROP (ang. Resilient backPROPagation) zaproponowali w 1993 r. Ried-
miller i Braun [RB93]. Jest ona przeznaczona dla petnego lub inaczej wsadowego
trybu korekcji wag sieci neuronowej — tryb off-line . Oznacza to, ze pojedyncza
poprawka nastepuje dopiero po ,,obejrzeniu” przez sie¢ catego zbioru uczacego
i obliczeniu sumarycznego a tym samym dokladnego gradientu (a nie jak bylo to
w trybie on-line — po kazdym przyktadzie uczacym).

Kluczowymi elementami podejscia RPROP sa:

— wykorzystywanie jedynie samego znaku kazdej sktadowej gradientu (nato-

miast wartosci sa pomijane),
— przypisanie indywidualnego (prywatnego) wspéiczynnika uczenia do kazdej
wagi (parametru) sieci,

— modyfikowanie wspétczynnikéw uczenia po kazdym kroku.
Wspdtczynnik uczenia danej wagi jest zwigkszany, gdy znaki kolejnych gradientéw
pozostaja zgodne, natomiast zmniejszany (a doktadnie potowiony), gdy sa rézne.
Ten mechanizm rekompensuje fakt pomijania wartosci (dtugosci) gradientu. Nalezy
zwroci¢ uwage, ze w wigkszosSci innych metod uczenia dla sieci neuronowych
wspotczynniki uczenia pozostajq state.

Podobnie jak w poprzednim punkcie, niech w(t) oznacza dowolng wagg sieci
(z pominigciem indekséw dla czytelnosci). Giéwny wzor, za pomoca ktérego
w metodzie RPROP poprawiane sa wagi, ma postac:

ILE% (1)
w(t+1) = w(t) —n,(t) sgn (;T(t)' (4.41)
We wzorze tym nalezy zwrdci¢ uwage na: zaleznos$¢ funkcyjng wspétczynnika
uczenia od kroku czasowego (i fakt, ze jest on skojarzony z konkretna waga) —
Nw(t), oraz na funkcj¢ biedu %E 2(t), ktéra oznacza sumaryczny btad kwadratowy
(suma po catym zbiorze uczacym), tj.:

Lo _wlos
EE ()= )2 5¢i (). (4.42)
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Mozna zatem powiedzie¢, ze d1E>(t)/dw(t) reprezentuje doktadna warto$¢ gra-
dientu wzdtuz sktadowej w.

Bardzo istotnym elementem metody jest wzor na modyfikacje kazdego wspét-
czynnika uczenia, ktéry ma postac:

JLEX(1—1) 9LE2(r)

min{an,(t—1),Nmax}, dla aw(zt D r?W(z) >0
nw(t) = max{bnw(t— l)anmin}a dla 385( = )1) = E( ()t) <0
Nw(t — 1), W przeciwnym razie.

Zwyczajowo przyjmuje si¢ nastepujace wartosci dla statych wystgpujacych w tym
wzorze: a = 1.2 (tempo zwigkszania wspdtczynnika uczenia), b = 0.5 (tempo
zmniejszania wspotczynnika uczenia), Nyin = 1076, Nmax = 102 (skrajne wartoSci
wspoéiczynnika uczenia). W chwili startu mozna przyjaé stosunkowo mate wartosci
poczatkowe, np. 1,,(0) = 0.01.

Rysunki 4.11 i 4.12 ilustruja poréwnanie dziatania uczenia gradientowego
z rozpgdem (metoda momentum) z metodqg RPROP.

Nalezy zdawac sobie sprawg, ze doktadnosc¢ i szybkos¢ zbiezno$ci metody RPROP
jest okupiona kosztem obliczenia sumarycznego btedu kwadratowego (jako ze jest
to metoda off-line). Dla zbioréw danych o odpowiednio duzej liczbie przyktadow
(np. dla m rzedu 10%) obliczanie takiego btedu przed kazda poprawka moze by¢
zbyt kosztowne i niepraktyczne. W takich sytuacjach preferuje si¢ uczenie on-line
lub pewne podejscia mieszane (np. bootstrap) polegajace na czerpaniu pewnego
losowego podzbioru z préby uczacej w kazdym kroku do obliczenia btedu.
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Rys. 4.11: Porébwnanie dziatania metody momentum (po lewej stronie) z metodg
RPROP (po prawej stronie) w pewnej przestrzeni dwdch wag (przyktad pierwszy).
Rysunki pokazujg stan uczenia po takiej samej liczbie krokéw algorytmu @rédto:
(Kle05)).
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Rys. 4.12: Porébwnanie dziatania metody momentum (po lewe;j stronie) z metodg
RPROP (po prawej stronie) w pewnej przestrzeni dwdch wag (przyktad drugi). Rysunki
pokazujg stan uczenia po takiej samej liczbie krokdw algorytmu (zroédto: (Kle05)).
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4.3.5 Wyktadnicze srednie kroczqgce i wspotczesne metody gradientowe
dla sieci neuronowych

Dla uproszczenia i ujednoliczenia notacyjnego w ponizszych sekcjach bedziemy
pisali tylko W dla oznaczenia wektora wszystkich wag w danej sieci oraz tylko
V dla oznaczenia gradientu czyli wektora wszystkich pochodnych czastkowych
funkcji biedu ze wzgledu na poszczegdlne wagi. Nazwy czy tez numery warstw
nie beda wyrézniane. Natomiast, bedziemy zapisywali indeksy dolne jako numery
krokéw czasowych (litera ¢), tj. krokéw, w ktérych maja miejsce aktualizacje wag,
przyjmujac ze t = 0 stanowi chwile poczatkowa. Nalezy takze wyjasni¢, ze jezeli
proces uczenia jest realizowany w ramach pewnej liczby tzw. epok, a kazda z nich
sktada si¢ z kolei z pewnej liczby wsadéw (ang. mini-batches) pokazywanych sieci,
to kolejne chwile czasowe sa tak naprawdg skojarzone wtasnie ze wsadami (a nie
z epokami), bo to po ,,obejrzeniu” pewnego wsadu nastgpuja aktualizacje wag. Na
przyktad, majac ustalone 10 wsadéw przypadajacych na kazda epoke, krok z chwili
t = 35 na chwilg ¢ = 36 nalezy rozumiec jako sz6stg aktualizacje wektora wag sieci
w trakcie trwania czwartej epoki.

Wyjasnijmy najpierw sam matematyczny mechanizm wyktadniczej Sredniej
kroczacej (ang. EMA — Exponenential Moving Averages) w oderwaniu od kon-
tekstu sieci neuronowych. Jest to mechanizm, ktéry pozwala nam aktualizowac
na biezaco pewna obserwowang Srednia wraz z naptywajacymi danymi. Dodat-
kowo, w zaleznos$ci od wybranej wartosci dla wystepujacego w tym mechanizmie
parametru 3, obliczana Srednia moze mie¢ charakter bardziej dtugoterminowy lub

krétkoterminowy.
Majac dany pewien ciag liczb (lub wektoréw) xg,xy, ..., rozwazmy nowy ciag
zbudowany w sposéb nastepujacy:
Vi ::ﬁyt,1+(1—ﬁ)x;, t:O,l,, (443)

gdzie y_; = 0 na potrzeby inicjalizacji, a parametr 3 € [0, 1) jest wspétczynnikiem
wyktadniczego wygaszania (ang. decay rate), czgsto ustawianym przynajmnie;j
na warto$¢ 0.9 w typowych zastosowaniach. Rozwinigcie wzoru (4.43) generuje
nastgpujacy wzorzec:

Ye i =Byi—a+ (1= B)(x; + Bxi—1)
= B3yt73 + (1 - ﬁ)(xt Jrﬁxt—l +Bzxt72)

t

— = l}tJrl y_i +(1 _ﬁ)zlgtfixi7 (444)
~~

0 i=0

gdzie wystepujace pod suma wspétczynniki B/~ zmieniaja sie zgodnie z poste-
pem geometrycznym. Wartosé B bliska jedynce powoduje efekt tzw. ,dtugiej
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pamigci”’, poniewaz wiele przesztych wyrazéw x; wnosi wktad w obliczane y;.
Taki efekt mozna nazwa¢ wyktadniczym wygtadzaniem dlugookresowym. Z kolei
w przypadku przeciwnym, nastawienie wartosci 8 bliskiej zeru, przektada sig na
tzw. ,.krétka pamie¢”, poniewaz wspétczynniki B~ siegajace dalego w przesztosé
sa bardzo szybko wygaszane. Ponadto, winno si¢ zauwazy¢, ze wzor (4.44) stanowi
de facto wazong S$rednia obcigZonq (nieunormowana), poniewaz wspétczynniki
wagujace nie sumuja si¢ do jednosci, z wyjatkiem przypadku 8 = 0, ktéry implikuje
v+ = x; dla wszystkich . Méwiac dokladniej, dla ustalonego ¢ suma wspétczynni-
kéw wagujacych wynosi (1 — B7!). A odwrotno$¢ tej liczby moze stanowic stata
normalizujaca, ktéra bywa stosowana w niektérych podej$ciach (m.in. w algoryt-
mie Adam) w celu zdjgcia wspomnianego obciazenia Sredniej, co bywa istotne
szczegoblnie dla chwil poczatkowych.

Uczenie z rozpedem — podejscie tradycyjne a podejscie wspotcze-
she

Tak jak oméwiono to juz w punkcie 4.3.3, technika uczenia z rozpgdem [Pol64;
RHW86] nakazuje name podczas obliczania poprawki wag dotozy¢ do aktualnego
gradientu pewien utamek poprzedniej poprawki. Zgodnie z przyjeta w tym punkcie
notacja, tradycyjne uczenie z rozpgdem mozna zapisa¢ w ponizszy sposéb:

Wit i= W, — 1) Vi + V(W = Wi y). (4.45)

Poprawna inicjalizacja wymaga, aby dla chwili ¢ = O przyja¢ wektor zerowy jako
sztuczng (nieistniejaca) poprzednia poprawke, tzn. Wy —W_; = 0.

Dla przypomnienia — rekurencyjne rozwinigcie wzoru (4.45) pokazuje nam,
ze jest on Srednig wazong wszystkich przesztych gradientéw ze wspétczynnikami
wagujacymi gasnacymi wyktadniczo, tzn.:

Wi =W, =V, — vV, + V(W — W)

t
= =W,-n) vV, (4.46)
i=0

Pomimo przyspieszenia w procesie uczenia, ktére to podej$cie moze wnies¢ (szcze-
gdlnie dla ptaskich regionéw funkcji btedu), warto uczciwie zaznaczy¢, ze w niekto-
rych sytuacjach zbyt duzy rozped moze zagrozi¢ zbieznosci i stabilnosci algorytmu.
Dlatego tez tradycyjne implementacje bywaja wyposazane w ,,bezpiecznik”, ktory
resetuje rozped (tzn. wymusza ostatni sktadnik we wzorze (4.45) jako zerowy),
jezeli obserwowana wartos$¢ btedu wzrosnie o pewien okreslony procent zamiast
zmale¢.
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4.3 Algorytm wstecznej propagacii bteddw

Bardziej wspodtczesna wersja uczenia z rozpgdem jest oparta wtasnie o wyktad-
nicza Srednia kroczaca i jest powszechnie formutowana nastgpujaco:

my = Bm_ +(1—B)Vy: (4.47)
Wisr =W, —nmy; (4.48)

gdzie m_; = 0 stanowi wyraz inicjalizujacy. Po rozwinigciu rekurencyjnym zgod-
nym ze wzorem (4.44) otrzymujemy

t
Wi =W, —n(1-B) Y. B 'V (4.49)
i=0

OczywiScie, wystepujacy powyzej wspotezynnik 8 jest odpowiednikiem v z tra-
dycyjnej wersji uczenia z rozpgdem. Jednakze, nalezy zauwazy¢ wazna réznice
pomiedzy wzorami (4.46) i (4.49), mianowicie — obecnos$¢ mnoznika 1 — 3, ktéry
pojawia si¢ przed suma we wzorze (4.49). Mnoznik tem przeciwdziata bardzo
duzym rozpedom. Jezeli B zmierzataby granicznie ku wartosci 1, to wspétczynniki
wagujace wystepujace w rozwinigciu nie malatyby szybko i tym samym skumulo-
wany rozped siggatby daleko w przeszios¢, ale réwnoczesnie wtedy mnoznik 1 — f3
staje si¢ bliski zeru i ogranicza efekt takiego nadmiernego rozpedu.

AdaGrad i RMSProp

Algorytm AdaGrad (ang. Adaptive Gradient) [DHS11] adaptuje efektywny wspot-
czynnik uczenia poprzez wprowadzenie podzielnika przypominajacego odchylenie
standardowe. Doktadniej mowiac, podzielnik ten jest pierwiastkiem ze skumulowa-
nych przesztych gradientéw (wilaczajac takze ten najSwiezszy). Wzory potrzebne
do aktualizacji wag sieci neuronowej przyjmuja nastgpujaca postac:

Vi i=v, 1+ V2, (4.50)

n
Wiiq =W, — ——V,, 4.51
t+1 t v T € t ( )

gdziev_| =0, e = 1077, V> = V, 0 V,. Stata € jest wentylem bezpieczenistwa
zapobiegajacym dzieleniu przez zero’. W powyzszych wzorach zaréwno opera-
cja dzielenia jak i /- sa zdefiniowane pokropkowo, tzn. na rzecz poszczegdlnych
elementéw wektora, i w zwiazku z tym efektywne wspétczynniki uczenia dla po-
szczegblnych sktadowych gradientu réznig sig, staja si¢ indywidualne (ale w sposéb
niejawny). Warto t¢ uwage zestawi¢ z omowiona wczesniej starsza metoda RPROP,

"Dla przyktadu biblioteka Keras przeznaczona dla gtebokich sieci neuronowych, nazywa stata €
mianem fuzz factor.
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gdzie kazda waga sieci miata swéj prywatny wsp6tczynnik uczenia zdefiniowany
i przechowywany jawnie.

Drugi algorytm — RMSProp [HSS12] — ktéry przedstawiamy w tym punk-
cie, zostat zaproponowany w 2012 r. przez Hintona i in. Algorytm ten zostat
pomyslany jako pewnego rodzaju wariant podejScia RPROP, ktéry bytby odpo-
wiedni dla uczenia mini-wsadami, a nie tylko trybu off-line (jak to jest sugerowane
w oryginalnym RPROP). Matematycznie, algorytm RMSProp mozna rozumiec jako
algorytm AdaGrad wyposazony w mechanizm wykladniczej Sredniej kroczace;j.
Wzory aktualizacyjne przyjmujq nastgpujaca postac:

vi = Bvi1+ (1= B)V7, (4.52)

n
Wyst =W, — ———V,, 4.53
t+1 t Vt+8 t ( )

gdzie v_; =0, a f = 0.9 jest popularnym wyborem (ponownie).

Adam

Niniejszy punkt poswiecony jest szczegélnie waznemu algorytmowi Adam?®, ktéry
zostal zaproponowany w 2014 r. przez Kingme i Ba [KB14]. Algorytm ten po
dzi$ dzien jest uwazany za tzw. state-of-the-art w ramach optymalizatorow sieci
neuronowych i w powszechnie uzywanych bibliotekach (Keras, TensorFlow, Torch
itp.) stanowi on algorytm domyS$lny. Na ten fakt ztozyty si¢ zaréwno prostota
implementac;ji jak i skuteczno§¢ Adama obserwowana dla wielu zbioréw danych.

Z matematycznego punktu widzenia algorytm Adam stanowi swoiste potacze-
nie uczenia z rozpgdem i algorytmu RMSProp. Adam uzywa estymat momentow
gradientu (momenty rozumiane statystycznie) — momentu pierwszego i momentu
drugiego niecentralnego (lub inaczej: niecentralnej wariancji). Estymaty te sa obli-
czane poprzez wyktadnicze Srednie kroczace, przy czym autorzy propozycji zadbali
o zdjecie obciazenia, ktére ma miejsce w takiej Sredniej. Obliczone estymaty pozwa-
laja na adaptacje dtugosci poprawki, co powoduje ze tzw. efektywny wspétczynnik
uczenia staje si¢ w sposob niejawny indywidualny dla kazdej wagi (podobnie jak
ma to miejsce w RMSProp).

Moéwiac doktadniej, algorytm Sledzi dwie wyktadnicze Srednie kroczace: Sred-
nig gradientéw (ciag m;) oraz kwadratéw gradientéw (ciag v;), stosujac dwa parame-
try B1, B € [0, 1) kontrolujace tempo wygaszania Srednich. Co ciekawe, wartosci
tych parametréw zaproponowane w oryginalnej publikacji [KB14], tj. 3,0.9 oraz
B2 = 0.999, sa takze po dzi$ dzieri powszechnie stosowane jako domySlne, i dobrze
sprawdzaja si¢ dla wielu problemdéw uczacych.

8nazwa luzno nawiazujaca do wyrazenia: adaptive movement
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Rozpoczynajac o wektoréw zerowych tj. m_; = v_; = 0, kolejne estymaty
pierwszego i drugiego momentu sg obliczano jako:

m, = Blmtfl‘}'(l—Bl)Vt, (454)
v = Bovi—1 + (1= Bo) V7, (4.55)
a odpowiadajace im rozwinigcia rekurencyjne sa wynosza:
t
m; = (1—B1) Y BV, (4.56)
i=0
t
vii=(1-B) Y B V7. (4.57)
i=0

Oczywiscie, wzory (4.56) i (4.57) nie maja miejsca w faktycznej implementacji
algorytmu, a podajemy je tu dla przypomnienia sensu dzialania wykladniczych
Srednich kroczacych. Po od§wiezeniu estymat (4.54), (4.55) dla aktualnego ¢, obli-
czane sg ich skorygowane wersje m;, oraz v;, powzstate poprzez zdjecie obciazenia
wystepujacego w Srednich kroczacych za pomoca odpowiedniego podzielnika, tj.:

iy i=my /(1 — BT, (4.58)
vii=v /(1= B. (4.59)

I wreszcie, aktualizacja wektora wag sieci neuronowej odbywa si¢ z uzyciem
natgpujacego wzoru:

Wit := W, — i/ (v/%1 +€), (4.60)
gdzie e = 1077,

Wiasnosci algorytmu Adam
Aby faktycznie przekonac sig, czy Srednie kroczace obliczane wg wzoréw (4.54),
(4.55) stanowia obciazone czy tez nieobcigzone estymatory, nalezy wyznaczy¢
ich wartosci oczekiwane i sprawdzié matematycznie, czy spetnione sg nastgpujace
rownosci: E (m;) = E(V,), E(v,) = E (V}). Ponizej przedstawiamy takie spraw-
dzenie (powtarzane za praca [KB14]) tylko dla pierwszego momentu, poniewaz dla
drugiego momentu jest ono analogiczne.

Warto$¢ oczekiwana Sredniej kroczacej m; moze by¢ obliczona w nastgpujacy
sposéb

E(m) = E ((1 —ﬁogﬁf"%) —(1-B)) gﬁiiE<vi>

(1= B) Y BE(V) 4L = (1— BEE(V) 40, @61)
=0

R
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gdzie wprowadzone wyrazenie { reprezentuje btad, pozwalajacy na zastapienie
wartosci oczekiwanej E (V;) (dla dowolnego i) poprzez jego przyblizenie réwne
E(V,). Jak wyjasniaja Kingma i Ba [KB14], mamy do czynienia albo z { =
0 wtedy gdy prawdziwe wartoSci oczekiwane E (V;) sa stacjonarne, albo z {
bardzo matym ze wzglgdu na wspétczynnik wygaszania 3; wybrany w taki sposéb,
aby Srednia wykladnicza przypisywala bardzo mate wspoétczynniki gradientom
z dalekiej przesztosci. Jak widaé, oryginalne estymatory sa obcigzone, poniewaz
E (m)~(1=B™E(V,) #E (V) iE(v) ~ (1-B3THE (V?) # E (V?), jednakze
istniejace niewielkie obciazenie moze by¢ tatwo poprawione zgodnie ze wzorami
(4.58)1(4.59).

Dodatkowo warto zaakcentowaé dwie ponizsze wlasnosci algorytmu Adam. Po
pierwsze efektywne dtugosci poprawek obliczane podczas gradientowego spadku
w ramach Adama sa w przyblizeniu ograniczone poprzez zadang stala 7, jako
ze w typowych statystycznie sytuacjach mamy 1, /(\/V; + €) ~ £1. Po drugie,
Adam jest niezmienniczy wzgledem skali gradientéw. Dla przyktadu, przeskalowa-
nie wszystkich wyrazéw V; przez pewien mnoznik ¢ > 0 powoduje réwnowaznie
przeskalowanie ciagu 7, réwniez poprzez mnoznik ¢ oraz przeskalowanie ciagu
v, poprzez mnoznik ¢2. Mozna zauwazyé, ze te wspotczynniki skalujace niwe-
luja si¢ w ramach wzoru na finalng aktualizacje wektor wag sieci neuronowej,
poniewaz zachodzi réwno$¢ m, //v, = (cin,)/+/ c*V;, jezeli na chwilg zaniedbamy
matematycznie bardzo mate € obecne we wzorze (4.60).

Inne pomysty: Nadam, Adamax, AMSGrad

Dzigki idei Nesterova [Nes83] niektdre techniki optymalizacyjne moga zostaé
wyposazone w pewien mechanizm ,,przewidywania” polegajacy na patrzeniu jeden
krok do przodu i obliczeaniu gradientu nie dla aktualnego pozycji okreslonej przez
wektor W;, ale dla przyblizonej przysztej pozycji. Na przyklad, wprowadzenie tego
pomystu do techniki uczenia z rozpgdem jest znane pod nazwa NAG (Nesterov
Accelerated Gradient) i moze by¢ zapisane w sposob nastepujacy:

my = Bm 1+ (1= B)Viw—nm,_.> (4.62)
W1 =W, —nm. (4.63)

Dolny indeks postaci W, — nm,_; przy V wskazuje, ze uzywamy poprzedniej
Sredniej ,,predkosci” m,_1, aby ustawic si¢ w hipotetycznej pozycji W, — nm,_;
i traktujemy ja jako argument do obliczenia gradientu w punkcie, zamiast uzywac
W, jako argumentu. W ogdlnosci tego typu przewidujace podejscia prowadza do
poprawy zbieznosci [HSS12; Nes83; Rud16].

Opierajac si¢ na powyzszym pomysle, w 2016 r. Dozat zaproponowat algorytm
o nazwie Nadam (Adam + Nesterov) [Doz16]. Aby przedstawié ten algorytm
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prosto, warto zauwazy¢, ze krok aktualizacyjny zwyktego algorytmu Adam mozna
réwnowaznie zapisac jako

~ 1—-
Wi =W, — (ﬁlmtl + l_lilrlvt> . (4.64)

n
Vv t+e !
Wz6r ten otrzymujemy, podstawiajac (4.54) do wzoréw (4.58) i (4.60). Zachowujac
wszystkie pozostate formuty, Nadam powstaje poprzez zastapienie we wzorze (4.64)
momentu poprzedniego ;| za pomoca aktualnego ;.

Ciekawym innym pomystem jest takze wariant znany pod nazwa Adamax,
zaproponowany przez samych autor6w Adam [KB14]. Zamiast uzywac odwrotnosci
normy ¢, przesztych gradientéw w celu skalowania biezacego gradientu, autorzy
spojrzeli ogdlnie na norme £,. Zaobserwowali, ze dla szczeg6lnego przypadku
p — oo otrzymuje si¢ zdumiewajaco prosty i stabilny algorytm (co moze nie mie¢
miejsca dla duzych ale skoficzonych wartosci p). Aby wyprowadzi¢ algorytm
Adamax, Kingma i Ba definiuja najpierw uogdélniona Srednia kroczaca dla v, jako:

t o
vi=BIvi+ (1= BOIVP = (1B Y Br v, (4.65)
i=0

gdzie hiperparametr celowo zapisano jako 7, tzn. z jawnie wyrézniona p-ta potega
(chwilowo traktujemy p jako ustalone)’ Nastepnie, autorzy zdefiniowali wielkos¢
uy = lim, v,1 /P zauwazyli, ze

‘ _ 1/p
= lim (1—B1)"/7 (Z Bé’“‘”wiv)

i=0
=max{B3|Vo|, B |Vil,.... B Vic1,| Vel }, (4.66)

co odpowiada proste;j i eleganckiej regule rekurencyjnej postaci: u, := max{Su,_1,|V;|}.

Przypominamy, Ze operacja max{-- -} jest réwniez w tym kontekscie wykonywana
pokropkowo. Ostatecznie, caty algorytm Adamax mozna zapisa¢ W ponizszy spo-
s6b:

my = Bim_1 + (1= B1)Vy, (4.67)
U .= max{ﬁzu,_l, |Vl"}7 (468)
Wisr o= Wi=nm, [ (1= B ) (4.69)

9co jest rtéwnowazne pewnej innej utamkowej wartosci tego parametru, tzn.: B;€l0,1), gdzie

Br=BJ

115
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gdzie m_;=u_1=0. Warto takze zwrdci¢ uwage na brak korygowania obcigzania
w wielkosci ;.

Jako ostatni przyklad warto przywotac algorytm AMSGrad — stosunkowo
nowy wariant Adama opracowany przez Reddi’ego [Red+18] w 2018 r. AMSGrad
utrzymuje nadal normg /,, ale w spos6b wymuszony zapewnia, ze aktualny drugi
moment v, nigdy nie jest mniejszy od poprzedniego. Zachowujac wszystkie istotne
wzory, kluczowa réznica wystgpujaca w AMSGrad sprowadza si¢ do dodatkowego
kroku: v; := max{v;_1,v}.

Inicjalizacja wag

Bardzo waznym problemem poruszanym w tematyce sieci neuronowych jest inicja-
lizacja wag — czyli nadanie wagom pewnych losowych wartosci poczatkowych.
Dla os6b rozpoczynajacych swoja przygode z sieciami neuronowymi zagadenie
to moze wydawac si¢ malo istotne na pierwszy rzut oka. Co ciekawe, stanowito
ono przeszkode w rozwoju glebokich sieci neuronowych przez wiele lat, i zostato
prawidlowo rozwiazane stosunkowo niedawno (w drugiej dekadzie aktualnego
stulecia).

Problemy wynikajace z niestarannej inicjalizacji wag znane sa pod nazwami za-
nikajqcych lub wybuchajqcych gradientow (ang. vanishing or exploding gradients).
Moéwiac bardzo powierzchownie, pierwszoplanowa przyczyna pojawiania si¢ ich
jest gtebokos¢ sieci — im wigcej warstw tym tatwiej o te problemy ze wzgledu
na wyktadniczy wzrost lub spadek wariancji agregujacych si¢ poprzez warstwy
sygnatéw. Natomiast drugoplanowa rolg graja tez tutaj wybrane funkcje aktywacji.
Na przyktad w przypadku funkcji sigmoidalnej oraz inicjalizacji wag zbyt duzymi
wartoSciami wystepuje zjawisko zwane nasycaniem si¢ sigmoid. Polega ono na
tym, ze zbyt duze wartosci wag powoduja, ze funkcja sigmoidalna przybiera po-
sta¢ bliska funkcji schodkowej i tym samym posiada pochodng bardzo bliska zeru.
W konsekwencji wyznaczane poprawki sa rowniez bardzo bliskie zeru i proces
uczenia jest mocno spowolniony. W ogdlnosci, dla gtebokich sieci sktadajacych
si¢ z kilkunastu, kilkudziesigciu warstw mozna tatwo sprawdzié, ze prowadzone
obliczenia czy to w przdd czy w tyl sieci moga nie spetniaé swojej zamierzonej roli,
jezeli nie dysponujemy dobrymi regutami inicjalizujacymi wagi.

Do takich najbardziej znanych regut zaliczamy obecnie inicjalizacje Glorot
[GB10] z roku 2010 oraz inicjalizacje He z roku 2015. Obydwie reguty zostaly
odkryte na podstawie rekurencyjnej analizy wariancji sygnatéw dla obliczeri w obu
kierunkach (powtdrzenie tej analizy wykracza poza zakres tego podrecznika), przy
czym druga reguta jest uzupetnieniem pierwszej dedykowanym tylko dla funkcji
aktywacji ReLU. Jednoczes$nie w obu przypadkach mozemy zdecydowac si¢ na
inicjalizacjg¢ zgodna z rozktadem normalnym lub jednostajnym, przy czym kluczowa
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role odgrywa okreslenie zakresu poprzez, odpowiednio: odchylenie standardowe
i szeroko$¢ przedziatu.

Dla uproszczenia indeksacji w ponizszych zapisach w; symbolizuje dowolna
wage w [-tej warstwie sieci, za$ symboliczne state V; , ﬁ[ oznaczaja liczbg sygnalow
wchodzacych do neuronéw w tej warstwie, odpowiednio podczas obliczeh w przéd
oraz w tyH0.

Inicjalizacja Glorot (rozktad normainy):
wi~N<o,\/2/(Vz+ﬁ,)>. 4.70)

Inicjalizacja Glorot (rozktad jednostajny):

wi~U<—\/6/(ﬁz+7Vz),\/6/<N§+?71)). @.71)

Inicjalizacja He (rozktad normainy):
wi~ N (0, \/2/17,) . 4.72)

Inicjalizacja He (rozktad jednostajny):

wi ~ U (—m, \/6/7W,) (4.73)

10D]a omawianych wezesniej wielowarstowych sieci perceptronowych state te odpowiadaja po
prostu liczbie neuronéw w warstwach /i [ 41 czyli oznaczeniom Nj, Ny 1.
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4.4

Cwiczenia laboratoryjne (MATLAB)

Cwiczenie 4.1 Napisz skrypt realizujacy algorytm uczenia perceptronu prostego
dla liniowo separowalnego zbioru danych na plaszczyznie Wygeneruj zbiér danych
w sposéb sztuczny, kontrolujac jego rozmiar m, a takze margines odstgpu pomiedzy kla-
sami. Dane przechowaj w formie macierzy o wymiarach m x 4, gdzie kolejne kolumny
przechowuja wartosci: 1, x;q, xi2, ;. Przedstaw dane w formie wykresu (polecenie scatter).
Zaimplementuj algorytm uczacy jako funkcje przyjmujaca jako argumenty zbiér danych i
wspotczynnik uczenia 1. Uwaga: funkcja powinna by¢ og6lna, tzn. pracowac¢ dla danych
dowolnej wymiarowosci. Jako rezultaty zwrd¢ otrzymany wektor wag oraz liczbe wykona-
nych krokéw aktualizacyjnych (licznik k). SprawdZ wptyw nastepujacych zmian na licznik
k: zmiana liczby przyktadéw (parametr m), zmiana wspétczynnika uczenia (parametr 1),
zmiana marginesu odstgpu pomigdzy klasami.

Cwiczenie 4.2 Napisz skrypt realizujacy algorytm uczenia perceptronu prostego
z wykorzystaniem ,,podnoszenia wymiarowosci”’ Wygeneruj na ptaszyZnie nieseparo-
walny liniwo zbiér danych okre§lony nad prostokatem: [0,27] x [—1,1]. Punkty danych
przebywajace wewnatrz petli xo = +sinx; zalicz do klasy pozytywnej, a na zewnatrz do
klasy negatywnej. Przedstaw dane w formie wykresu (polecenie scatter). Wprowadz
parametr decydujacy o zadanej wymiarowosci docelowej przestrzeni cech. Podnie$ wy-
miarowo$¢ danych zgodnie z przeksztalceniem Gaussa. Wykonaj uczenie perceptronem
prostym, wprowadzajac rozszerzony warunek stopu (maksymalna liczba krokéw w sytuacii,
gdy nie nastgpuje tradycyjne zatrzymanie). Wykresl na ptaszczyZnie otrzymana nieliniowa
granice decyzyjna, korzystajac z funkcji contour lub contourf. SprawdZ wptyw zadanej
wymiarowosci oraz parametru rzadzacego szerokosciag dzwonéw Gaussa na ksztatt granicy
decyzyjnej.

Cwiczenie 4.3 Napisz skrypt realizujacy dzialanie i uczenie sieci neuronowej typu
perceptron wielowarstwowy (Multi-Layer Perceptron). Polecenia do wykonania:

— Napisz skrypt realizujacy dziatanie i uczenie sieci neuronowej. Skrypt powinien przyj-
mowacé na wejscie nastgpujace argumenty: zbiér danych, zadana liczbe neuronéw,
zadang liczbe krokéw uczenia, wspéiczynnik uczenia. Skrypt powinien zwracaé na
wyj$ciu macierz z nauczonymi wartosciami wag V i wektor nauczonych wag W.

— Napisz skrypt rysujacy (surf) wykres powierzchni sieci neuronowej reprezentowanej
przez wagi V, W jako funkcji x1,x,. Ustal zakres osi odpowiadajacy zakresom funkcji
aproksymowanej.

— Napisz skrypt generujacy zbiér danych (zbiér prébek) pochodzacych z funkcji dwéch
zmiennych y(xj,x2) = cos(x - x3) - cos(2 - x1) zdefiniowanej na dziedzinie: x;,x,
nalezacej do przedziatu [0, 7]. Przyjmij rozmiar zbioru danych m = 1000. Zbiér
danych przechowuj w macierzy o wymiarach mx3, gdzie kolejne kolumny beda
odpowiadaly zmiennym xy,x3,y.
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Cwiczenia laboratoryjne (MATLAB)

Za pomoca funkcji MATLABa scatter3 i surf sporzadZ wykresy odpowiednio
zbioru prébek i funkcji aproksymowane;.

Przeprowadz uczenie i zbierz wyniki. Sugerowane ustawienia (rzedy wielkosci):
liczba krokéw uczenia T ~ {10°,...,10°}, liczba neuronéw N ~ {10,20,...,100},
wspdtczynnik uczenia 1 ~ {1073,...,107!}. Poczatkowe wartosci wylosowanych
macierzy V, W powinny by¢ bardzo mate ~ [~1073,1073] (lub jeszcze mniejszy
rzad wielkosci).

Wyswietl oba wykresy powierzchni: funkcji aproksymowanej i sieci neuronowe;j
(funkcji aproksymujacej) oraz poréwnaj podobieristwo wizualnie np. naktadajac oba
wykresy na siebie.

Cwiczenie 4.4 Przebadaj dzialanie sieci dla réznej liczby neuronéw w warstwie
ukrytej (wykorzystaj program z Cwiczenia 4.3). Polecenia do wykonania:

Zaczerpnij z aproksymowanej funkcji nowy zbiér uczacy o rozmiarze m = 200,
przy czym wartosci y nalezy obciazyé pewnym losowym biedem, tj. y = y(x1,x2) + €,
gdzie € ~ N(0,0.2) - btad losowy o rozktadzie normalnym, $redniej zero i odchyleniu
standardowym 0.2. W MATLABie jest funkcja randn () losujaca liczbe (lub macierz
liczb) z rozktadu normalnego.

Podziel losowo powyzszy zbidér na czgs$¢ uczaca i czgs¢ testowa w proporcji 70:30.
W petli (wielokrotnie) przeprowadz proces uczenia sieci zadajac coraz wigksza liczbg
neuronéw: N = 10,20, ...,100 (10 iteracji). Sie¢ ma by¢ uczona tylko na zbiorze
uczacym. Za kazdym razem poczatkowe wartoSci wag V i W maja by¢ wylosowane
na nowo. W kazdej z 10 iteracji po nauczeniu sieci nalezy obliczy¢ btad popet-
niany przez nia na zbiorze uczacym i na zbiorze testowym (niewidzianym podczas
uczenia) jako Srednia réznicg bezwzgledna pomigdzy oczekiwanymi wartos$ciami y,
a odpowiedziami sieci neuronowej. Obie wartosci zapamigtaj dla kazdej iteracji petli.
Po zakoficzeniu petli narysuj wykres obu wielkoSci - bledéw uczacych i testowych dla
kolejnych wartoSci N. Wskaz, jaka liczba neuronéw jest optymalna dla danego zbioru
danych, tj. przy jakiej liczbie neuronéw btad na czegsci testowej jest najmniejszy.
Naucz ostatecznie sie¢ neuronowa juz na calym zbiorze danych (a nie tylko na czgsci
uczacej), podajac optymalna liczbg neuronéw N.

Cwiczenie 4.5 Oszacuj blad popelniany przez sie¢ neuronowa. Aby wyznaczy¢
w spos6b doktadny btad popetniany przez finalng nauczong sie¢ wzglgdem aproksymowa-
nej funkcji na catej dziedzinie, nalezatoby np. wyliczy¢ catke z bezwzglednej réznicy obu
funkcji (lub kwadratu réznicy) i podzieli¢ wynik przez miare dziedziny (tu: 7%). Nie bedzie
trzeba tego robi¢, natomiast trzeba oszacowacé ten btad poprzez przyblizenie ww. catki suma
o odpowiednio duzej liczbie sktadnikéw. Korzystajac z programu napisanego w ¢wiczeniu
4.3, nalezy pobraé z funkcji dodatkowy duzy zbi6r prébek (np. o rozmiarze rzedu 10*) i na
jego podstawie nalezy policzy¢ $redni btad bezwzgledny pomigdzy oczekiwanymi warto-
Sciami y, a odpowiedziami dostarczanymi przez sie¢ neuronowgq dla testowych punktéow

()Cl,xz).

119






.

5.1

Klasyfikacja bayesowska

Poza sieciami neuronowymi istnieje wiele innych metod pozwalajacych rozwiazy-
wac problemy klasyfikacji. Patrzac z perspektywy matematycznej, metody te mozna
w og6lnosci pogrupowaé na metody o motywacji: geometrycznej (m.in. algorytm
SVM!) lub probabilistycznej — czyli opartej na rachunku prawdopodobiefistwa
(m.in. naiwny klasyfikator Bayesa), lub mieszanej (m.in. drzewa decyzyjne CART,
regresja logistyczna). Niniejszy rozdziat dotyczy drugiej sposréd tych grup.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa

We wszystkich podejsciach probabilistycznych elementarng rolg odgrywaja praw-
dopodobieristwa warunkowe. W ramach kroétkiego przypomnienia rozpoczynamy
od oméwienia tego pojecia oraz kilku innych z nim powiazanych. Poczatkowo
begdziemy mowili o zdarzeniach losowych, stopniowo przechodzac do kontekstu
zmiennych losowych i zbioréw danych.

1ang. Support Vector Machines
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5.1.1

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A i B oznaczaja podzbiory pewnej przestrzeni zdarzen Q, tj.: A,B C Q.
Prawdopodobieristwo wystapienia zdarzenia A, pod warunkiem ze zaszto zdarzenie
B, oblicza si¢ nastgpujacym wzorem:

P(ANB)

PIAIB) =

(5.1)
gdzie P(B) > 0. Innymi stowy, wsréd zdarzen elementarnych wspierajacych zda-
rzenie B patrzymy, jak czgsto zachodzi takze zdarzenie A, a zatem prawdopodo-
bieristwo warunkowe P(A|B) to iloraz miary przecigcia tych zdarzeii — AN B (lub
inaczej ich czgSci wspdlnej) w stosunku do miary zdarzenia B. W kontekscie uczenia
maszynowego lub eksploracji danych, mozemy pytaé np. o prawdopodobienstwo
wystapienia pewnej choroby pod warunkiem ustalone;j pici (lub odwrotnie), praw-
dopodobiefistwo, ze grzyb jest trujacy pod warunkiem cechy blaszkowatos¢ itp. Po-
nadto zaréwno przed jak i za kreska warunkowania mozemy rozpatrywaé koniunk-
cje pewnych zdarzen (co bgdzie oznaczane symbolem N lub krécej przecinkiem).
Warto nadmienié, ze wspomaniane prawdopodobienistwa sa zwykle utozsamiane
z odpowiednimi czgstoS§ciami odczytywanymi z tabelki z danymi, ktére badamy.

W niektérych zadaniach lub wyprowadzeniach przydatne moga by¢ dodat-
kowo ponizsze przeksztalcenia manipulujace wzorem na prawdopodobiefistwo
warunkowe:

— przenoszenie zdarzenia B za kreske warunkowania —

P(A,B,C) P(A,B,C)-P(B,C)

P(A,B|C) = 5E = P PB.C = P(A|B,C)P(B|C). (5.2)

— przenoszenie zdarzenia B przed kreske warunkowania —

P(A,B,C) _P(A,B,C)-P(C) _P(A,B|C)
P(B,C)  P(B,C)-P(C)  P(B|C) ’

P(A|B,C) = (5.3)

Niezaleznos¢ zdarzen

W ramach rachunku prawdopodobiefistwa istnieje pojecie niezaleznosci zdarzer
(definicja przedstawiona ponizej). Pojecie to niesie wazne konsekwencje dla uczenia
maszynowego w ogdlnosci, a w szczegdlnosci dla klasyfikacji bayesowskie;j.

Definicja 5.1.1 — niezalezno$¢ zdarzeh. Méwimy, ze zdarzenia A i B sa
niezalezne (piszemy A | B), wtedy i tylko wtedy, gdy prawdopodobiefistwo ich
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iloczynu (wspdélnego wystapienia) jest rowne iloczynowi prawdopodobieristw:

P(ANB)=P(A)-P(B). (5.4
Jezeli A L B, to mozemy oczekiwac, ze w odpowiednio duzej populacji zdarze-
nie A bgdzie pojawiato si¢ z taka sama czgstoscia w catej populacji jak i warunkowo
w zdarzeniu B, oraz odwrotnie — B w przyblizeniu tak samo czesto w catej popula-
cji, jak i w A. Nalezy takze zwréci¢ uwage, ze jezeli A L B, to:
P(ANB) P(A)-P(B)

PAIB) = 5 = pa =P (5.5)

Innymi stowy warunek méwiacy o tym, ze zaszto zdarzenie B nie wnosi dodatkowej
informacji, ktéra pomagataby we wnioskowaniu o prawdopodobienstwie zajScia
zdarzenia A.

Z drugiej strony, jezeli pewne zdarzenia nie sa niezalezne, to ich wystgpowanie
razem ma inne prawdopodobiefistwo (czgstos¢) niz iloczyn prawdopodobieristw.
Domniemujemy wéwczas korelacji — czyli istnienia pewnej przyczyny, ktéra te
zdarzenia ,,wigze” lub ,,odpycha”.

PrzejdZmy na chwilg do ogélniejszego kontekstu zmiennych losowych (zamiast
zdarzen). Rozwazmy dla przyktadu zmienne losowe: wzrost cztowieka (H) o dys-
kretnych wartosciach {m,$,d} odpowiednio o znaczeniu maty, §redni, duzy, oraz
kolor oczu (C) o wartosciach {z,n,b, s} reprezentujacych popularne kolory (zielony,
niebieski, brazowy, szary). Aby rozpatrywane zmienne te byty niezalezne, wzor
(5.4) musialby zachodzi¢ dla wszystkich mozliwych podstawien par wartosci do
tych zmiennych, tj.:

Vhefmgd) Veefznpsy PH=hNC=c)=PH=h)-P(C=c). (5.6)

Rozstrzygnigcie, czy dla rozpatrywanego przykladu powyzszy zapis jest prawdziwy,
wymagatoby doktadniejszego sprawdzenia. Niemniej warto sobie u§wiadomicé, ze
mozna z tatwoscia wskazaé wiele przyktadéw zmiennych, ktére nie sa niezalezne.
Przyktady: pte¢ i wzrost cztowieka (mezczyZni sa statystycznie wyzsi od kobiet),
wzrost i waga cztowieka (ludzie wyzsi sa statystycznie cigzsi), cena paliwa i koszt
pewnej ustugi transportowe;j itd.

Prawdopodobienstwo catkowite

Waznym pojeciem na drodze do wyprowadzenia klasyfikatora bayesowskiego jest
prawdopodobieristwo catkowite. Przedstawimy to pojecie w formie ponizszego
twierdzenia.
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Twierdzenie 5.1.1 Dla kazdego rozbicia przestrzeni zdarzen Q na roztaczne
podzbiory By, B>, ...,B, (kazdy o dodatniej mierze prawdopodobiefistwa), tj:

n
UBi=¢,
i=1

Vi#j BiNB;j=0,
Vi P(Bl) >0,

prawdopodobieristwo catkowite dowolnego zdarzenia A mozemy obliczaé wg
wzoru:

P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(By) +--- + P(A|B,)P(B,)

P(A|B;)P(B;). (5.7

I
™=

i=1

Dowdd. 1dac od prawej strony wzory (5.7) pokazemy, ze jest ona rowna lewe;.

$ i - 57400

i=1

AOB
BQ:ZPMH&)
i=1

:P(&Pm&>:P<AwgBJ

— P(ANQ) = P(A).

Przejscie z linii pierwszej do drugiej jest prawdziwe, poniewaz zbiory B; sa parami
roztaczne, a wigc roztaczne sg rowniez zbiory A N B;, i w takim przypadku zachodzi
wiasno$¢ méwiaca, ze suma prawdopodobiefistw jest réwna prawdopodobieistwu
sumy. |

Z mysSla o wzorze na prawdopodobienistwo catkowite rozwazmy nastgpujace
dwa szkolne zadania. Pomoga one zrozumie¢ wyprowadzenie naiwnego klasyfika-
tora bayesowskiego, ktére przedstawimy w kolejnym punkcie.

1. Trzy fabryki produkuja zaréwki. Prawdopodobienistwo zdarzenia polegaja-
cego na tym, ze wyprodukowana zaréwka bedzie Swiecita dtuzej niz 5 lat,
wynosza dla tych fabryk odpowiednio: 0.9, 0.8, 0.7. Prawdopodobieristwa na-
potkania na rynku zaréwek z poszczegdlnych fabryk wynosza odpowiednio:
0.3, 0.5, 0.2. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze losowo zakupiona zaréwka
bedzie §wiecita dtuzej niz 5 lat?

2. Jezeli wiemy, ze pewna losowo zakupiona zar6wka Swiecita dluzej niz 5 lat,
to jakie jest prawdopodobiefistwo, ze pochodzi ona z drugiej fabryki?
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Pierwsze zadanie sprowadza si¢ oczywiscie do bezposSredniego zastosowania wzoru
(5.7). Wystarczaja podstawienia P(A|B;) = 0.9, P(A|B,) = 0.8, P(A|B3) = 0.7,
oraz P(B1) = 0.3, P(B2) = 0.5, P(B3) = 0.2. Drugie zadanie to niejako zadanie od-
wrotne, pytajace o P(B;|A). Podchodzac ogélniej, wyprowadzmy wzor na P(B;|A):
P(B,' ﬂA)
P(Bi|A) = “PA)
B P(B,' ﬁA)
~ P(A[B1)P(B1) + -+ P(A|By)P(By)

P(B;NA)LE

_ P(B;)
~ P(A|B1)P(By) +---+P(A|B,)P(B,)
P(A|B;)P(B;)

(5.8)

~ P(A|B))P(B) + -+ P(A|B,)P(B,)’

Jak wskazuje ostateczny wzor, patrzymy na udziat i-tego sktadnika w catej sumie
obliczanej wg prawdopodobienistwa catkowitego.

5.2 Naiwny klasyfikator Bayesa

5.2.1 Zatozenie naiwne

Naiwny klasyfikator Bayesa (NBC — ang. Naive Bayes Classifier) to klasyfikator
probabilistyczny z dotozonym tzw. zatozeniem naiwnym, ktére mowi, Ze zmienne
wejsciowe sa niezalezne warunkowo w klasach decyzyjnych, tzn.:

VyVi# j XY=y L X;|Y =y. (5.9)

Oczywiscie powyzsze zatozenie rzadko kiedy jest spetnione dla rzeczywistych
danych (lub wrecz prawie nigdy nie jest spelnione), co silnie akcentuje nazwa
klasyfikatora. Niemniej, fakt ten nie przeszkadza w uzywaniu NBC w praktyce,
i co wigcej okazuje sig, ze klasyfikator ten sprawdza si¢ bardzo dobrze dla wielu
problemoéw.

Zalozenie naiwne ma wazny walor matematyczny, poniewaz pozwala na za-
stapienie prawdopodobieristwa iloczynu pewnych zdarzen iloczynem prawdopo-
dobieristw. Niesie to wazne konsekwencje obliczeniowe, dzigki ktérym po pierw-
sze realizacja NBC jest w ogéle mozliwa, a po drugie NBC radzi sobie dobrze
z duza liczba zmiennych (cech, atrybutéw) — moga by¢ ich setki czy nawet tysiace,
i nie cierpi na tzw. przekleristwo wymiarowosci>. Méwiac doktadniej wraz ze wzro-

ZpPrzeklefistwo wymiarowosci (ang. curse of dimensionality) — zjawisko wystepujac w niekt6-
rych algorytmach uczenia maszynowego a takze w metodach aproksymacji, polegajace na tym, ze
ztozono$¢ opracowywanego modelu pewnego zjawiska (np. liczba parametréw, ktére nalezy dobrac)
skaluje si¢ wyktadniczo wraz z liczba zmiennych (cech, atrybutéw) opisujacych to zjawisko.
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5.2.2

stem liczby zmiennych wejSciowych ztozonos¢ (obliczeniowa i pamigciowa) NBC
skaluje si¢ liniowo, a nie wyktadniczo.

NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Przejdziemy teraz do wyprowadzenia najwazniejszego wzoru pozwalajacego obli-
cza¢ odpowiedz NBC. Wzér ten ma dwa warianty — dyskretny i ciagly — zalezne
od tego, w jaki sposéb potraktujemy zmienne wejSciowe pojawiajace si¢ w danym
problemie. Rozpoczniemy od bardziej intuicyjnego wariantu dyskretnego naiw-
nego klasyfikatora Bayesa, czyli przyjmiemy, ze wszystkie zmienne sa wlasnie
dyskretne (lub inaczej: skokowe, wyliczeniowe, kategoryczne), jak np. pteé, kolor
oczu, wyksztalcenie, wystapienie choroby, marka samochodu itp. Jezeli ktéras ze
zmiennych nie jest dyskretna (np. wzrost, waga, predkos$¢, temperatura), a chcieli-
bySmy jej uzy¢, to istnieja rézne techniki dokonujace dyskretyzacji takiej zmiennej,
czyli zamiany jej ciagtych wartoSci na dyskretne (np. wzrost maty, Sredni, duzy)
z czgSciowo utrata informacji.

Przypusémy, ze do dyspozycji jest pewien zbior danych uczacych z dyskret-
nymi zmiennymi wejsciowymi X;, i = 1,...,n, oraz z wyrézniong zmienna decy-
zyjna Y (zawierajaca etykiety klas decyzyjnych). Przypusémy, ze rozrézniamy K
klas decyzyjnych, oznaczonych np. kolejnymi numerami naturalnymi {1,2,...,K}.
Zwyczajowo tego typu zbidr przedstawia si¢ w formie tabelki, gdzie wierszami
pisane sa przyktady uczace® za$ kolumami zmienne (cechy, atrybuty), patrz schemat
przedstawiony w tab. 5.1.

Tabela 5.1: Poglgdowy schemat tabelki reprezentujgcej dyskretny zbidr uczgcy
z wyrdzniong zmienng decyzyjna. Przyktady uczgce pisane wierszami, zmienne
kolumnami.

YN o
N 1o — |~

Na podstawie tabelki uczacej znamy rozktady prawdopodobienistwa (tak na-
prawde rozktady czgstosci) wektorow wejSciowych w poszczegdlnych klasach,
tj. X = x|Y = y. Przypusémy, ze mamy za zadanie sklasyfikowaé¢ pewien nowo
przychodzacy obiekt (wektor) postaci x = (x1,x2,...,x,), gdzie x; reprezentuja

3inne mozliwe nazwy: prébki, obserwacje, rekordy, punkty danych
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konkretne wartosci, np. x = (2,3,...,1). A zatem, chcemy wyznaczy¢ taka etykiete
klasy (lub numer klasy) — y*, ktora jest najbardziej prawdopodobna dla podanego
wektora wejsSciowego x, co mozna zapisaé jako:

y* = argmax P(Y = y|X =x). (5.10)
y€{17“'7K}

Zgodnie z twierdzeniem Bayesa o prawdopodobienistwie catkowitym, mozemy
P(Y = y|X = x) rozpisa¢ jako:

P(X =x|Y =y)P(Y =y)
P(X)
P(X =x|Y =y)P(Y =y)

PR == DR =)+ i PX =i =K)Pr =k) P

PY=yX=x)=

Warto tu zwrécié uwage, ze mianownik w powyzszym wzorze jest staly i niezalezny
od y, dla ktérego badamy P(Y = y|X = x). A zatem mozemy zignorowa¢ mianownik
przy podejmowaniu decyzji o najbardziej prawdopodobnej klasie, innymi stowy
zachodzi:

y* = argmax P(Y = y|X =x) = argmax P(X =x|Y =y)P(Y =y). (5.12)
ye{l,...K} ye{l,...K}

Rozpiszmy pierwszy powyzszy czynnik, wprowadzajac zatozenie naiwne (przejscie
z linii pierwszej do drugiej):

Xi=x1NXo=xN---NX, :xn|Y:y)
Xi=xi[Y =y)PXr =x2]Y =y)---P(Xyy =xn|Y =)

Jj=1

A zatem, wychodzac od (5.12), interesujacy nas koncowy wzoér dla wariantu
dyskretnego, pozwalajacy przyporzadkowac obiektowi x = (x1,x2,...,X,) najbar-
dziej prawdopodobna klase, przyjmuje postac:

n

y* = arg max HP(XJ- =x;|Y =y)P(Y =y). (5.14)
ye{l,.. K} j=I

Prosty przyktad obliczen dla NBC ze zmiennymi dyskretnymi
W ramach prze¢wiczenia dziatania NBC i wzoru (5.14) rozwazmy prosty szkolny
przyktad. Przypusémy, ze chcemy zastosowa¢ NBC w celu rozpoznawania (lub
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przewidywania) nadci$nienia tetniczego krwi u ludzi po 40 roku zycia. Rozpozna-
wanie chcemy oprzed na trzech zmiennych wejsSciowych (cechach): plci, aktywnosci
sportowej, paleniu. Przypu$émy dalej, ze do dyspozycji jest nastgpujaca tabelka
z oznakowanymi przyktadami uczacymi (uwaga: dane zostalty wymyslone na po-
trzeby przyktadu) — tab. 5.2 — czyli takimi, dla ktérych znamy zaréwno wektory
cech wejsciowych jak i etykiete klasy, poniewaz ta zostata np. okreslona przez
lekarza. Dla uproszczenia kazda zmienna X; przyjmuje dwie mozliwe wartosci.

Tabela 5.2: Sztuczne dane dia problemu rozpoznawania (przewidywania) nadci-
$nienia tetniczego krwi u ludzi po 40 roku zycia.

| | X1 —pte¢ [ X, — sport | X3 — palenie | ¥ — nadcisnienie |

1 M — + -
2 M ¥ + =
3 K - - -
4 M - - -
5 K + — —
6 K + - —
7 K - - +
8 K + — -
9 M - ¥ +
10 M + — -
11 K . - -
2 M - — -
13 K - - -
14 K - - —
15 M - + -
16 K - + -

Uczenie NBC w wariancie dyskretnym polega tak naprawdg¢ na wyznaczeniu i
zapamigtaniu (w pewnej strukturze danych, np. w tablicy lub stowniku) wszystkich
mozliwych prawdopodobieristw, ktére moga by¢ potrzebne jako czynniki we wzorze
(5.14). Utozsamiajac prawdopodobiefistwa z czgstoSciami wystgpujacymi w tab. 5.2,
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bytyby to nastgpujacy zestaw liczb:

P(Y=-)=17/16

P, =M|Y =-)=1/7 P(X,=K|Y =—-)=6/7
PX,=—|Y =—)=3/7 P(Xy=+]Y = —)=4/7
PXs=—|Y =—)=6/7 P(Xs=+[Y =—)=1/7

P(Y =+)=9/16

PX,=M|Y =+)=6/9 P(X, =K|Y =+4)=3/9
PX,=—|Y =+)=6/9 P(X, =+|Y =+)=3/9
P(X3=—|Y =+)=4/9 P(X3=+|Y =+)=5/9

Sklasyfikujemy teraz dwa przyktadowe nowo przychodzace obiekty: (M, —,+)
oraz (K,—,—). Wzér (5.14) nakazuje nam ,,przej$¢” po wszystkich klasach de-
cyzyjnych, dla kazdej z nich obliczy¢ odpowiedni iloczyn prawdopodobieristw,
i wreszcie wybrac jako odpowiedz te klase, dla ktérej iloczyn jest najwigkszy.

Ustalajac na chwilg klas¢ y = —, interesujacy nas iloczyn prawdopodobiefistw
dla obiektu (M, —,+) to

Py =MlY = =) P(Xy ==V = =) -P(Xs = +|V = =) -P(Y = —)
131 7 21

— . — .4 — = ~0. 2
7 7 7 16 5488 0.0038265,

zas$ ustalajac klasg y = + analogiczny iloczyn to

PX,=MY=+4)-PXa=—|Y =+4)-P(X3=4+|Y =+)-P(Y =+)

_ 665 9 1620 . aeccc

Jako, ze druga z powyzszych liczb jest wigksza, odpowiedzia NBC jest w tym
przypadku y* = +.

Warto zwréci¢ uwagg, ze powyzej obliczone dwie wartosci nie stanowig miar
prawdopodobiefistwa i nie sumuja si¢ do jednos$ci. Powodem jest wspomniane
wczesniej pominigcie mianownika (patrz (5.11)), ktéry nie ma wptywu na decyzjg.
Jezeli jednak z jakiego§ powodu zalezy nam na wyznaczeniu liczb, ktére bytyby
miarami prawdopodobienistwa (np. po to aby, poznac sitg wskazania na rzecz danej
klasy na tle innych), to jako wspomniany mianownik nalezy przyja¢ sume obliczo-
nych iloczynéw (w zgodzie z zalozeniem naiwnym). W rozwazanym przyktadzie
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mozna by wéwczas napisac:

21

P(Y =—|X = (M,—,+)) = 572 ~ 0.0268123,
5488 T TTeod
1620
P(Y =+|X = (M,—,+)) = 575 ~ 0.9731877.
5488 T 11664
Postepujac analogicznie dla drugiego obiektu (K, —, —), mozna przekonac sig,

ze interesujace nas iloczyny wynosza odpowiednio 756/5488 i 648 /11664, ktore
po znormalizowaniu do prawdopodobieristw przetozytyby sie na:

756
P(Y = —|X = (K,—, _)) = oo 5488648 ~ (0.7094635,
5488 " 11664
648
p(Y = HX = (K,f,f)) = %K ~ 0.2905365.

5488 + 11664

Patrzac ponownie na gtéwny wzor (5.14), warto zwrdci¢ uwage na role, jaka
petni w nim czynnik P(Y = y) nazywamy prawdopodobieristwem a priori klasy.
W rozwazanym powyzej przyktadzie rozktad prawdopodobienistw a priori dla klas
wynosit: P(Y = —) =7/16, P(Y = +) = 9/16. Daje to pewna przewage klasie
Y = + przy obliczaniu odpowiedzi klasyfikatora, ale jest to przewaga drobna —
rozktad klas jest bliski réwnomiernemu. Jezeli natomiast rozwazylibySmy problem
wykrywania pewnego bardzo rzadkiego zjawiska (np. pozaru w monitorowanym
obiekcie, obecnosci rzadkiego wirusa w calej populacji itp.), to rozklad a priori
bytby daleki od réwnomiernego®* i rozpoznanie klasy o matym P(Y = y) musiatoby
si¢ wigzaé z wysokimi warto§ciami wielu innych czynnikéw wystepujacych we wzo-
rze (5.14). Omawiany tu aspekt warto tez odnie$¢ do tzw. klasyfikatora bezreguto-
wego (ang. zero-rule classifier). Nakazuje on odpowiada¢ zawsze klasg najczestsza
w rozktadzie a priori, nie zwracajac uwagi na cechy badanego obiektu. Klasyfi-
kator ten nalezy traktowac jako punkt odniesienia, gdy zastanawiamy sig, na ile
dobry klasyfikator uzyskaliSmy dla naszego problemu. Dla przyktadu powiedzmy,
ze zajmujemy si¢ problemem wykrywania wiadomosci e-mail bgdacych spamem
1 nasz zbidr uczacy, zebrany np. wsrdd pracownikéw uczelni, wskazuje na rozktad
a priori: P(Y = nie-spam) = 0.2, P(Y = spam) = 0.8. Wéwczas klasyfikator bezre-
gutowy klasyfikowatby ,,na Slepo” wszystkie przychodzace wiadomosci jako spam.
W takiej sytuacji od dowolnego opracowanego klasyfikatora — bayesowskiego,
sieci neuronowej, drzewa CART, maszyny SVM itd. — wymagamy, aby miat on
doktadno$¢ rozpoznawania powyzej 0.8 (mowa tu o doktadnosci zmierzonej na

4M6wimy wéwezas o tzw. danych niezréwnowazonych (ang. imbalanced data).
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zbiorze testowym nie widzianym podczas uczenia). W przeciwnym razie nie byloby
zadnego zysku z uczenia maszynowego i stosowania klasyfikatora.

Dowolny opracowany klasyfikator powinien pod wzgledem doktadnoS$ci przewyzszaé
klasyfikator bezregutowy (ang. zero-rule classifier).

Ztozonos¢ NBC ze zmiennymi dyskretnymi

Zastanéwmy si¢ teraz nad zlozonoScia naiwnego klasyfikatora bayesowskiego. Je-
zeli chodzi o ztozono$¢ obliczeniowa zwiazana z samym wyznaczaniem odpowiedzi
wg wzoru (5.14), to tatwo stwierdzié, ze jest ona klasy O(K n) — czyli liniowa ze
wzgledu liczbe klas i (co wazniejsze) liniowa na liczbg atrybutéw, zaktadajac, ze
kazdy potrzebny nam czynnik mozemy odczyta¢ w czasie statym O(1) z tablicy
(lub stownika), gdzie sa one przechowywane. Jezeli chodzi o ztozono$¢ pamigciowa
zwiazang z przechowaniem tejze struktury danych, to mozna ja przedstawic jako
O(K+Kng)~ O(Kng)), gdzie g oznacza Srednia liczbe wartosci, ktore osiagaja
przyjete zmienne’. Rozwazmy teraz ztozonosé obliczeniowa uczenia NBC — czyli,
ile czasu wymaga przygotowanie wyzej wspomnianej struktury danych z prawdopo-
dobienstwami. Potrzebujemy wyznaczyé K prawdopodobienstw postaci P(Y =y)
oraz ng K, prawdopodobienistw postaci P(X; = v|Y =y), gdzie v to pewna wartos¢.
A zatem pozornie (i przy niestarannym podejsciu do implementacji) mogtoby wyda-
wac sig, ze ztozono$¢ obliczeniowa jest rzedu O(mngK), gdzie pierwszy czynnik
m bylby zwiazany z przebiegiem po przyktadach uczacych. Jest to jednak biedne
wrazenie, poniewaz nie potrzebujemy skanowaé wielokrotnie tabelki z danymi dla
kazdej mozliwej wartosci v i dla kazdej klasy y wystepujacej w P(X; =v|Y =), za$
wystarcza doktadnie jeden przebieg po danych. Dla przyktadu, biegnac po pierw-
szym wierszu tab. 5.2, napotykamy kolejno wartosci (symbole): M, —, +. Wiedzac,
ze wiersz ten jest przypisany do klasy y = -+, wystarcza, aby$Smy podniesli o jeden
odpowiednie liczniki zwiazane ze zdarzeniami: X; = M|Y =+, Xp = —|Y =+,
X3 = +|Y = +. Po zakoriczeniu przebiegu po wszystkich wierszach liczniki nalezy
zamieni¢ na prawdopodobienistwa, wykonujac dzielenia dla poszczegdlnych klas
zgodnie ze wzorem na prawdopodobienistwo warunkowe (5.1). A zatem ztozono$¢
obliczeniowa uczenia NBC jest tylko rzedu O(mn).

Ztozono$¢ pamigciowa dyskretnego NBC: O(Kng).
Ztozono$¢ obliczeniowa uczenia dyskretnego NBC: O(mn).
Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia odpowiedzi dyskretnego NBC: O(K n).

SNp. dla zmiennych pfe¢ o wartosciach {M,K} oraz kolor oczu np. o wartosciach
{zielone,niebieskie, brzowe, piwne, szare} mamy Srednio 3.5 wartosci na zmienna.
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Poprawka LaPlace’a
Oko czujnego matematyka lub programisty moze zauwazy¢ pewne niebezpieczen-
stwo obliczeniowe tkwiace we wzorze (5.14). Co, jesli ktérykolwiek z czynnikéw
w tym wzorze bylby réwny 0? Oczywiscie, spowodowatoby to wyzerowanie ca-
tego wyniku niezaleznie od wartosci pozostatych czynnikéw (nawet jesli te bylyby
bardzo wysokie). Bytaby to sytuacja niepozadana. Kiedy mogtoby dojsé do niej?
Zgodnie z tym, co powiedziano wczesniej, zwyczajowo utozsamia si¢ prawdopodo-
biefistwa z czgstoSciami w zbiorze uczacym. I takie podejscie nie jest btedne, jezeli
zbiér danych jest odpowiednio duzy. Do sytuacji, o ktérej mowa, mogtoby dojs¢
wtedy, gdyby w zbiorze uczacym nie zaistnialaby realizacja pewnego zdarzenia,
np. nigdy nie zaobserwowano X3 = 5|Y = 2, a podczas testowania klasyfikatora
pojawilby si¢ obiekt, dla ktérego trzecia cecha ma wtasnie wartos¢ 5.

Istnieja r6zne techniki radzenia sobie z tym niebezpieczenstwem, polegajacych
w ogdblnosci na wygtadzaniu rozktadéw prawdopodobienistwa (ang. distribution
smoothing) i tym samym unikaniu skrajnych prawdopodobiernistw (zaréwno zer
jak i jedynek). Jedna z najbardziej popularnych jest tzw. poprawka LaPlace’a.
Przypusémy, ze w m prébach zaobserowaliSmy k wystapieni pewnego zdarzenia
A dotyczacego zmiennej o g unikalnych wartoSciach. Szacujac prawdopodobien-
stwo na podstawie czestosci, powinni§my napisaé P(A) ~ k/m. Stosujac poprawke
LaPlace’a, oszacowanie przybiera postac

U k+1

=~ ) 5.15
m+q ( )

P(A)
W szczegblnosci dla zdarzeii binarnych powyzszy wzdér wynosi (k+1)/(m+2).
Nalezy mie¢ §wiadomosé, ze dla matych zbioréw danych poprawka LaPlace’a
zwykle psuje nieznacznie doktadnos¢ uczaca klasyfikatora, czyli jego zdolnosé
do bezbtednego odtworzenia etykiet danych uczacych. Niemniej, jednoczesnie
(w takich sytuacjach) poprawka ta poprawia doktadnos$¢ testowa, czyli zdolnos§¢
do uogdlniania (generalizacji) dla niewidzianych obserwacji, a na tym wlasnie
elemencie zalezy nam w uczeniu maszynowym.

Konsekwencje zatozenia naiwnego

Koriczac omawianie podstawowego dyskretnego wariantu NBC, warto zwrécié
jeszcze uwage na zysk ptynacy z przyjetego zatozenia naiwnego, oraz na pewng trud-
nos¢, ktéra miataby miejsce bez tego zatozenia. Zysk tyczy wspomnianej ztozonosci
pamigciowej O(K ng). Nalezy zauwazy¢, ze bez zatozenia naiwnego musielibySmy
przechowywaé w pamigci prawdopodobiefistwa wystapiei wszystkich unikalnych
wektorow cech (zamiast wartosci pojedynczych cech) pod warunkiem poszczegol-
nych klas. Oznaczatoby to ztozonos¢ O(K ¢"), ktéra w wielu przypadkach bytaby
niemozliwa do osiagnigcia ze wzgledu na wykladnicza zaleznos¢ wzgledem n
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(przeklenstwo wymiarowos$ci). Dodatkowa trudnos$¢ polega na tym, ze nawet jezeli
dla odpowiednio matego problemu istniataby mozliwo$¢ zapamigtania O(K ")
prawdopodobieristw dla wektoréw, to wiele z nich bytyby btednie réwne zero
z uwagi na braki realizacji wszystkich mozliwych wartoSci wektorowych.

NBC ze zmiennymi ciggtymi

Jezeli chcieliby§my uzywac naiwnego klasyfikatora Bayesa, pracujac na zmiennych
ciagtych (wzrost, temperatura itp.) w sposob bezposredni, tzn. nie dyskretyzu-
jac ich, to wzoér (5.14) nie pozwala nam na to. Operuje on bowiem na prawdo-
podobienstwach pewnych zdarzen rozumianych (méwiac nieformalnie) w spo-
sOb gruboziarnisty, np. pte¢ = kobieta, kolor oczu = szary. Co, jesli klasyfikacji
ma podeglaé¢ cztowiek np. o wzrosdcie 188.7cm? Zwré¢my réwniez uwage, ze
poza powyzszymi oczywistymi przyktadami w wielu problemach istnieja zmienne
o charakterze dyskretnym z natury rzeczy, a mimo to woleliby$my je traktowaé
w sposéb ciagty, np. intensywnos¢ piskela o zbiorze wartosci {0, 1 ...,255}.

Warto przypomnieé, ze w rachunku prawdopodobiefistwa dla zmiennych cia-
gltych rozr6zniamy zwyczajowo dwie funkcje zwiazane z rozktadem: funkcje ge-
stoSci rozktadu prawdopodobienistwa (PDF — ang. probability density function)
oraz dystrybuante zwana takze kumulantq (CDF — ang. cumulative distribution
function). Wartosci funkcji gestosci w punkcie nie maja jako takiego sensu pro-
babilistycznego, a dopiero catki funkcji ggstosci (obliczone nad przedziatami lub
innymi zbiorami) stanowig miary prawdopodobienistwa pewnych zdarzefi. Np. jezeli
p oznacza funkcj¢ gestosci pewnej skalarnej zmiennej X, to prawdopodobiefistwa
zdarzenia, ze warto$¢ (realizacja) tej zmiennej nalezy do przedziatu [a, b], mozemy
obliczy¢ nastgpujaco:

Pla<X<b)= /bp(x)dx. (5.16)

OczywiScie, prawidlowe funkcje gestosci catkuja si¢ nad calg dziedzing do jedynki,
czyli np. dla gestosci jednowymiarowych mamy [~ p(x)dx = 1. Z kolei warto-
Sci funkcji dystrybuanty w punkcie maja sens probabilistyczny. Jezeli oznaczy¢
dystrybuant¢ przez F, to:

Fla)=P(X <a) = / p(x)dx. (5.17)

Mozna zapisaC nastgpujace zwiazki pomigdzy gestoscia a dystrybutanta:
— rézniczka dystrybuanty = gestoS¢ - przyrost:

dF (x) = p(x)dx, (5.18)
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— catka nieoznaczona z funkcji gestosci = dystrybuanta + stata:

/p(x)dx:F(x)+C (5.19)

— prawdopodobieristwo jako przyrost dystrybuanty:
b
Pla<X <D) :/ p(x)dx=F(b)—F(a). (5.20)

Interesujacy nas wzor dla wariantu ciaglego naiwnego klasyfikatora Bayesa to
»Kuzyn” wzoru (5.14), w ktérym w miejsce prawdopodobieristw wpisujemy wartosci
warunkowych funkcji gestosci w punkcie (z wyjatkiem prawdopodobiefistw a priori
klas — te pozostaja bez zmian):

n
y* = arg max Hpj(xj|Y =y)P(Y =y). (5.21)
y€{17"'~,K} ]:1

Nalezy by¢ Swiadomym nastgpujacych ograniczen zwiazanych ze wzorem
(5.21):

1. zwracana przezen wartoS¢ nie powinna by¢ interpretowana jako prawdopodo-
biefistwo, nawet po normalizacji, ze wzgledu na mieszane czynniki p oraz
P o r6znym sensie probabilistycznym (wzor jedynie ,,przypomina’” iloczyn
prawdopodobiefistw),

2. nadal w mocy jest zalozenie naiwne — przy wyprowadzaniu wzoru (5.21)
(ktére pomingliSmy) gestosci tgcznych warunkowych rozktadéw prawdopo-
dobienstw p(x|¥Y =y), gdzie x = (x,...,x,)) jest wektorem w R”, nalezy
zamienic na iloczyn gestosci dla pojedynczych zmiennych p;(x;|Y =),

3. aby mdc uzywaé wzoru (5.21) nalezy wyznaczy¢ za pomoca wybranego po-
dejscia estymaty funkcji gestosci p;(x;|Y = y) na podstawie danych uczacych
(np. przyjmujac, ze sa one zgodne z rozktadami normalnymi).

Estymaty za pomocq rozktadéw normainych
Rozktady normalne (zwane takze gaussowskimi) obserwujemy bardzo czgsto
w przyrodzie. Fakt ten mozna w duzej mierze mozna wyttumaczy¢ poprzez Cen-
tralne Twierdzenie Graniczne méwiace, ze rozktad zmiennej losowej, ktora jest
sumg innych niezaleznych zmiennych losowych, zbiega szybko do rozktadu normal-
nego wraz z liczba sktadnikéw. Wiele rzeczywistych wielkosci, ktdre obserwujemy
Iub mierzymy, mozna czgsto rozumieé wiasnie jako wypadkowa (lub sumg) pew-
nych drobnych, niskopoziomowych elementéw lub przyczyn.

W zwiazku z powyzszym argumentem popularnym podejSciem do realizacji
ciagtego NBC jest estymowanie rozktadéw zmiennych ciagtych za pomoca roz-
ktadéw normalnych. Oczywiscie nalezy by¢ §wiadomym, ze jest to uproszczenie,
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ktére moze przektamywaé wptyw niektérych szczeg6lnych zmiennych w oblicza-
nym iloczynie, tzn. tych zmiennych, ktérych rozktady sa dalekie od normalnych
(chociazby rozklady wielomodalne).

Wzér funkcji gestosci dla rozktadu normalnego jednej zmiennej ma postac

1 _=w?
e 207 (5.22)

plx) =

oV2n

gdzie parametry U i 0 oznaczaja odpowiednio wartos$¢ sredniq (lub oczekiwanag)
oraz odchylenie standardowe rozktadu. Parametry te mozna oszacowac¢ na pod-
stawie skoriczonej proby, czyli na podstawie zbioru danych myslac o kontek-
Scie uczenia maszynowego. Dla uproszczenia, przypus¢my ze wszystkie rozpa-
trywane zmienne wejsciowe sg ciagle, i przypomnijmy przyjeta we wczesniej-
szym rozdziale notacj¢ dla zbioru danych postaci: D = {(X,-,y,-)}i:1 ..... e gdzie
X; = (Xi1,Xi2, ..., %in) € R" sg wektorami cech rzeczywistoliczbowych; zas y; ety-
kietami klas. A zatem chcac przygotowa¢ NBC w wariancie ciagtym gaussowskim,
musimy wyznaczy¢ 2 -n- K parametrOw — oznaczmy je jako [}y, i 0, (z uzyciem
pary indeks6w) — bedacych Srednimi i odchyleniami standardowymi, dla wszyst-
kich warunkowych rozktadéw zmiennych X;|Y =y, gdzie j=1,...,n,y=1,...,K.
Oznaczajac gestos¢ takiego wybranego rozktadu jako

1

Y =y)=—=—¢ b, 5.23

stosuje si¢ ponizsze wzory do wyznaczenia estymat odpowiednio Sredniej i odchy-
lenia standardowego:

1 m
Hiy = — Z‘I Xij, (5.24)
Yi=y
Ojy = Ly (xij — Wjy)? (5.25)
iy m—1 &= ij — Hjy)~- .
Yi=y

Uwaga — czynnik normalizujacy ﬁ widoczny w drugim wzorze nie jest pomytka,
a wynika z postuzenia sie tzw. estymatorem nieobcigzonym®.

%Mozna udowodnié, ze warto$é oczekiwana wzoru (5.24) wzieta po wszystkich mozliwych
realizacjach préby m-elementowej (pochodzacej z ustalonego rozkladu) oddaje doktadne odchylenie
standardowe interesujacej nas zmiennej. Jednoczesnie nie ma to miejsca, jezeliby stosowaé naturalnie
wygladajacy czynnik %
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5.2.4 Przyktady dziatania NBC
Tab. 5.3 prezentuje doktadnosci naiwnego klasyfikatora bayesowskiego (w roz-
nych wariantach) uzyskane dla kilku znanych benchmarkowych zbioréw danych
pobranych z repozytorium UCI” oraz dla sztucznego zbioru ,,moons” (punkty da-
nych rozlozone na plaszczyznie w ksztalcie dwéch zazebiajacych sig ksigzycow)
wygenerowanego z uzyciem pakietu scikit-learn jezyka Python.?

Tabela 5.3: Doktadnosc¢ klasyfikatoréw bayesowskich dla przyktadowych zbioréw
danych z repozytorium UCI.

dyskretny NB dyskretny NB dyskretny NB
qg=3 qg=>5 q=1 gaussowski NB
doktadnos¢ doktadnosé doktadnosé doktadnosé
pelny rozmiar,
dane liczba klas uczaca | testowa | uczgca |testowa | uczaca | testowa | uczgca | testowa
.moons” 100x 2,2 [86.67% | 84.00% |85.33% |92.00% | 93.33% | 100.00% | 84.00% | 92.00%
wine” 178 x 13,3 |92.48% | 100.00% | 97.74% | 95.56% | 96.99% | 100.00% | 97.74% | 95.56%
spambase” | 4601 x 57,2 |68.20% | 67.51% |78.26% |77.76% | 82.23% | 82.19% |82.06% | 83.93%
,iris” 150x 4,3 [94.64% | 97.37% |93.75% | 92.11% | 90.18% | 86.84% |94.64% | 97.37%
,,sonar” 208 x 60,2 |80.13% | 76.92% |88.46% |76.92% | 86.54% | 84.62% |73.08% | 71.15%

W drugiej kolumnie tabeli podano peine rozmiary zbioréw — liczba przykia-
déw x liczba zmiennych (cech) — oraz po przecinku liczbe klas decyzyjnych.
Kazdy zbidr danych zostat wstepnie podzielony na czgs$¢ uczaca i testowa w propor-
cji 75% : 25%. Do przygotowania klasyfikatoréw (czyli wyznaczenia i zapamigtania
potrzebnych rozktadéw prawdopodobienstwa) uzyto tylko czesci uczacej. Tabela
raportuje otrzymane procentowe doktadnosci dla obu czgsci — uczacej i testowej
— przy czym oczywiscie tylko doktadnos$¢ testowa swiadczy o jakosci klasyfika-
tora (jego zdolnosSci do generalizacji). Klasyfikatory w wariancie dyskretnym sa
opatrzone parametrem g oznaczajacym przyjeta na potrzeby dyskretyzacji liczbe
przedziatéw, na ktéra dzielone byty zmienne ciagle (przedziaty réwnoszerokie).

Na rys. 5.1 pokazano przyktadowe wizualizacje granic decyzyjnych wyzna-
czanych przez naiwne klasyfikatory bayesowskie dla zbioru ,,moons” (z r6znymi
nastawami zaszumienia). Nad wizualizacjami podano doktadnos$ci testowe (testowe
punkty danych zaznaczono wigkszymi bladymi kotami).

Dla lepszego zrozumienia réznic w podejSciu do estymowania rozktadéw po-
migdzy dyskretnymi a gaussowskimi NBC przygotowano rysunki 5.2 i 5.3. Dotycza

"Publiczne akademickie repozytorium zbioréw danych Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine —
UCI Machine Learning Repository: https://archive.ics.uci.edu/ml/index.php.

8Wyniki przedstawione w tabeli dla zbioru ,moons” dotycza wariantu tego
zbioru wygenerowanego 7z parametrami noise=0.1 oraz random_state=0. Wywolanie:
sklearn.datasets.make_moons(noise=0.1, random_state=0).
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moons data (noise: 0.0) Discrete NB (q: 3), acc: 0.88 Discrete NB (q: 5), acc: 0.92 Discrete NB (q: 9), acc: 1.0
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Rys. 5.1: Naiwne dyskretne klasyfikatory Bayesa dla danych ,moons” generowa-
nych z réznym zaszumieniem. Czarna granica decyzyjna odpowiada prawdopodo-
bienstwu 1/2. Raportowane nad wykresami doktadnosci (acc) dotyczg testowych
punktéw danych zaznaczonych wiekszymi bladymi kotami. (zrédto: opracowanie
wtasne)
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Rys. 5.2: Histogramy i przyblizenia normalne dla warunkowych rozktaddw prawdo-
podobienstwa zmiennych w danych ,wine”. (zrédto: opracowanie wtasne)

one zbioru ,,wine” (rozpoznawanie gatunkdw wina) i przedstawiaja: histogramy
wszystkich rozktadéw warunkowych, ich przyblizenia normalne, a takze przyblize-
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5.2.5

P(X_5ly) p(X_Sly = 1) p(X_Sly = 2) p(X_Sly = 3)

80 100 120 140 100 120 140

Rys. 5.3: Rozktad zmiennej nr 5 w danych ,wine” — poréwnanie: przyblizenia nor-
malne vs. przyblizenia kawatkami state (przy dyskretyzacji na 5 rGwnoszerokich
przedziatéw). (zrédto: opracowanie wtasne)

nia kawatkami stale dla wybranej zmiennej bedace rownowazne dyskretyzacji.

Bezpieczenstwo numeryczne obliczen NBC

Wzory wyznaczajace odpowiedZ NBC — (5.14) 1 (5.21) — to dtugie iloczyny praw-
dopodobienstw i / lub gestosci, czyli zazwyczaj® iloczyny liczb z przedziatu [0, 1].
Majac §wiadomos¢ ograniczen zmiennoprzecinkowych typoéw liczbowych (float
lub double)!?, w ktérych powszechnie realizujemy obliczenia na komputerze, na-
lezy zauwazy¢, ze przy odpowiednio duzej liczbie czynnikéw iloczyn ten moze
wyzerowac si¢ numerycznie, pomimo ze matematycznie powinien by¢ dodatni —
sytuacja niedomiaru obliczen (ang. underflow). Dla przyktadu, pracujac na liczbach
zmiennoprzecinkowych podwdjnej precyzji (double), mozna tatwo przekonac sig,
ze iloczyn zaledwie 324 czynnikéw réwnych 0.1 stanie si¢ rowny zeru w tym typie
liczbowym (niezaleznie od jezyka programowania). A zatem implementacje NBC
uzywajace kilkuset zmiennych wejsciowych moga by¢ narazone na obliczanie nie-
prawidlowych odpowiedzi dla niektérych danych wejsciowych. Sytuacja ta moze
takze mie¢ miejsce dla duzo mniejszej liczby zmiennych, a przy obecnosci istotnie
matych wartoSci w rozktadach prawdopodobieristw.

Uzyteczna ,,sztuczka” obliczeniowa pozwalajaca radzi¢ sobie w praktyce
z tym problemem jest logarytmowanie. Po pierwsze, zgodnie z tozsamo§cia mate-
matyczna, logarytm iloczynu jest réwny sumie logarytméw. Po drugie, logarytm jest
funkcja monotoniczna. A zatem kazdy ze wzoréw (5.14), (5.21) mozna zlogaryt-
mowaé, zamieniajac tym samym iloczyn na sume, co nie wptynie na podejmowana
decyzje ze wzgledu na monotoniczno$¢. Logarytmy prawdopodobieristw sg licz-
bami ujemnymi'!, a wiec czytelnik moze zastanawia¢ sie, kiedy suma odpowiednio
wielu ujemnych sktadnikéw réwniez doprowadzi do niedomiaru i osiagnie war-

9Wartosci funkcji gestosci w punkcie nie sa oczywiscie ograniczone do przedziatu [0,1].
10Ty py okreslone przez standard IEEE 754.
! piekoniecznie logarytmy funkcji gestosci
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to$¢ -inf. Okazuje sig, ze sumowanie duzo wolniej wyczerpuje dostepna precyzje
mantysy (51 bitéw w podwdjnej precyzji), anizeli mnozenie utamkéw wyczerpuje
precyzje¢ wyktadnika (11 bitéw w podwdjnej precyzji). Tym samym, zabieg loga-
rytmowania istotnie podnosi bezpieczenstwo numeryczne obliczenn w naiwnym
klasyfikatorze bayesowskim.

Odpowiednik wzoru (5.14) dla NBC ze zmiennymi dyskretnymi przyjmuje
nastgpujaca postaé po zlogarytmowaniu:

n
y* = arg max Z logP(X; =x;|Y =y)+logP(Y =y). (5.26)
ye{l..K} j=1

Z kolei odpowiednik wzoru (5.21) dla NBC ze zmiennymi ciagtymi modelowanymi
poprzez rozktady normalne o funkcji gestosci (5.23) przyjmuje nastgpujaca postac
po zlogarytmowaniu:

n -~ (x—py)?

y* = argmax ) [logl—logoj, —logv2m+loge 25| +logP(Y = y)
ye{l,..K} j=1

(5.27)

n —u)2
= arg max Z <—log6jy— M) +1logP(Y =Yy). (5.28)

W ostatnim przej$ciu réwnosciowym wykorzystano fakt, ze logv/27 jest statg
niezalezng od badanej klasy y, a zatem nie wptywa na decyzj¢ (wybrane maksimum
pozostaje w tym samym miejscu).

Zamiana dlugich iloczynéw na sume¢ logarytméw podnosi bezpieczefistwo nume-
ryczne obliczeit w naiwnych klasyfikatorach bayesowskich.
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®

Cwiczenia laboratoryjne (Python)

Cwiczenie 5.1 Napisz program realizujacy NBC w wersji dyskretnej dla zbioru

,,wine” z repozytorium UCI Z repozytorium UCI'? pobierz zbiér danych o nazwie ,,wine”

dotyczacy klasyfikacji wina na podstawie sktadu chemicznego i zapoznaj si¢ z nim. Zwrdé
uwagg, ktéra ze zmiennych jest zmienna decyzyjna. Wcezytaj dane z pobranego pliku teksto-
wego wine.data do macierzy numpy (wykorzystaj funkcje numpy . genfromtxt) i rozdziel tg
macierz na dwie macierze X (o wymiarze 178 x 13) iy (178 x 1 — etykiety klas). Dyskre-
tyzacje danych ,,wine” mozna wykona¢ wykorzystujac gotowy obiekt KBinsDiscretizer
(z pakietu sklearn.preprocessing) lub samodzielnie na poziomie opracowywanej klasy
NBC (liczba przedzialéw, na ktéra dyskretyzujemy cechy oryginalnie ciagle, powinna by¢
parametrem nastawialnym przez uzytkownika). Podziel dane na czgs$¢ uczaca i testowa
(wykorzystaj funkcje train_test_split z pakietu sklearn.model_selection). Napisz
klase reprezentujaca naiwny klasyfikator Bayesa w wariancie ze zmiennymi dyskretnymi.
Klasg przygotuj zgodnie z ideg biblioteki scikit-learn — m.in.: wykonaj dziedziczenie
po klasach BaseEstimator i ClassifierMixin, przygotuj metody fit (uczenie) i predict
(klasyfikowanie) oraz pomocniczo predict_proba. Zastandéw si¢ i zaplanuj wg wlasnego
uznania wygodne struktury danych do przechowywania:

- rozktadu a priori klas P(Y =),

- rozktadéw warunkowych P(X; = v[Y =y).
Moga to by¢ tablice, stowniki, listy lub odpowiednie potaczenia / zagniezdzenia tych
struktur. Do tego celu potrzebne bedzie takze ustalenie dyskretnych dziedzin zmien-
nych, tj. wykrycie, jakie unikalne wartosci poszczegdlne zmienne moga przyjmowac,
np. z wykorzystaniem funkcji numpy . unique. Przemysl, czy informacje o dziedzinach na-
lezy zdobywaé na poziomie funkcji fit na podstawie danych uczacych, czy tez lepiej
przekazacd je klasyfikatorowi juz podczas konstrukcji. Uwaga: w ramach tego ¢wiczenia
obliczanie odpowiedzi klasyfikatora (w metodach predict_proba, predict) moze by¢
realizowane zgodnie ze wzorem (5.14) tj. jako iloczyn prawdopodobienstw (bez zabiegu
logarytmowania). Wyznacz doktadno$¢ otrzymanego klasyfikatora na zbiorach uczacym
i testowym. Obliczenia powtérz uwzgledniajac poprawke LaPlace’a (mozesz do tego celu
wprowadzi¢ przetacznik w konstruktorze Twojej klasy). Zwr6¢ uwage, czy poprawka
LaPlace’a podnosi doktadno$¢ testowa dla tego zbioru danych.

Cwiczenie 5.2 Napisz program realizujacy NBC w wersji ciaglej dla zbioru ,,wine”
z repozytorium UCI Jako rozszerzenie ¢wiczenia 5.1 opracuj nowy klasyfikator bay-
esowski (nowa klasa) realizujacy klasyfikacje danych z winem w wariancie ciagtym, czyli
bez wykonywania dyskretyzacji danych. Zastosuj estymaty funkcji gestoSci oparte na
rozktadach normalnych. W szczegdlnosci zaplanuj odpowiednie struktury danych do prze-
chowywania Srednich i odchylen standardowych dla poszczegdlnych gestosci warunko-
wych. Por6wnaj doktadno$¢ otrzymanego klasyfikatora z jego dyskretnym odpowiednikiem.
Poréwnaj takze zgodno$¢ dzialania otrzymanego klasyfikatora (Twojej implementacji)
z gotowa implementacja GaussianNB dostepna w pakiecie sklearn.naive_bayes.

Znttps://archive.ics.uci.edu/ml/index.php
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Cwiczenie 5.3 Opracuj NBC dla nowego zbioru danych (innego niz ,,wine’) Znajdz
nowy wigkszy zbidr danych (moze by¢ z repozytorium UCI) stosowny dla zadania klasyfi-
kacji. Zbiér powinien zawiera¢ przynajmniej 1000 przyktadéw opisanych przynajmniej
20 cechami (zmiennymi). Zgodnie z natura tego zbioru (dane dyskretne / ciagle) opracuj
odpowiedni dla niego naiwny klasyfikator bayesowski. PrzeprowadzZ eksperymenty, rapor-
tujac otrzymana doktadnosé testowa. W przypadku dyskretnym sprawdz, jaki wptyw na
doktadnos$¢ maja poprawka LaPlace’a oraz wybdr liczby przedziatéw podczas dyskretyzacji
zmiennych ciagtych.

Cwiczenie 5.4 Zmodyfikuj opracowane implementacje NBC zapewniajac bezpie-
czenstwo numeryczne obliczenn Wykorzystujac zabieg logarytmowania, zmodyfikuj im-
plementacje opracowane na rzecz ¢wiczen 5.1 1 5.2, tak aby obliczanie odpowiedzi kla-
syfikatora byto zgodne odpowiednio z wzorami (5.26) i (5.28). Wskazéwka dla wariantu
dyskretnego: w wybranych przez Ciebie strukturach danych mozesz od razu przechowy-
wacé logarytmy prawdopodobienstw zamiast prawdopodobiefistw (zmiana na poziomie
funkcji £it); tym samym pdZniej, w trakcie obliczania odpowiedzi klasyfikatora (funk-
cje predict_probai/lub predict) wystarczy samo sumowanie przechowanych wartosci
(logarytmowanie nie bedzie potrzebne). Sprobuj zaaranzowac sytuacje niebezpieczng nu-
merycznie, np. rozmnazajac sztucznie liczbg cech (kolumn) w zbiorze danych, i poréwnaj
dziatanie poprzednich implementacji niebezpiecznych numerycznie z nowymi (bezpiecz-
nymi).






6.

Podstawy Statystycznej Teorii
Uczenia

Ostatnie trzy dekady to bardzo istotny rozwoj algorytméw uczenia maszynowego
czyli inaczej algorytméw uczacych si¢ z danych. Stopniowo stajq si¢ one coraz po-
wszechniejsze w roznych dziedzinach dziatalnosci cztowieka, m.in. w: medycynie,
biotechnologii, widzeniu komputerowym, motoryzacji, ekonomii, technologiach
produkcyjnych itp., gdzie pojawito si¢ duzo praktycznych aplikacji opartych na
gromadzonych zbiorach danych. Istnieja pewne algorytmy, ktére sprawdzaja si¢
szczegOlnie dobrze w praktyce i sa obecnie uznawane za tzw. state-of-art m.in.:
maszyny SVM, perceptrony, klasyfikatory bayesowskie, drzewa decyzyjne, lasy lo-
sowe, boosting, glebokie sieci neuronowe. Jednakze warto jednocze$nie zaznaczy¢,
ze zgodnie z twierdzeniem Wolperta ,,nie ma darmowego lunchu” [Wol96] (ang. no
free lunch theorem) zaden z algorytmdéw uczenia maszynowego tak naprawde nie
moze zosta¢ wyrdzniony a priori, tj. przed obejrzeniem danych. Innymi stowy
na pewnym konkretnym zbiorze danych moze najlepiej zadziata¢ np. algorytm
SVM, na innym sie¢ neuronowa, jeszcze na innym AdaBoost itd. Oznacza to, ze
nie jest mozliwe uniwersalne wskazanie najlepszego algorytmu niezaleznie od da-
nych. Praktycy zajmujacy si¢ uczeniem maszynowym zdaja sobie z tego doskonale
sprawe 1 bardzo czgsto ich praca polega na eksperymentalnym prébowaniu wielu
algorytméw dla nowo otrzymanego zadania.

Pomimo tej swoistej trudnosci, istnieja pewne rezultaty matematyczne, ktore
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moéwia, kiedy (przy jakich warunkach) i w jakim stopniu uczenie maszynowe ma
szanse powies¢ si¢ — tj. kiedy mozemy spodziewac si¢, ze w wyniku uczenia
otrzymamy dobrze uogdlniajacy doktadny model. A zatem kluczowa pozadana
wlasnos$cia jest wysoka zdolnosé do uogolniania (ang. generalization capabi-
lity) maszyny uczacej si¢ [Klg12]. Wspomniane rezultaty zostaty sformutowane
w ramach tzw. Statystycznej Teorii Uczenia (ang. Statistical Learning Theory) za-
poczatkowanej przez Vladimira Vapnika [Vap95; Vap98; VC71] z wykorzystaniem
techniki matematycznej PAC (ang. Probably Approximately Correct) pochodzacej
od Valianta [Val84].

SLT i PAC zwracaja szczeg6lng uwage na relacje pomigdzy rozmiarem préby
uczacej a zlozonoscia przyjetego modelu, i na tej podstawie dostaraczaja nam
ilosciowych wynikéw! na temat zdolnosci do uogélniania otrzymywanych mo-
deli. Ztozono$¢ modelu mozna mierzy¢ na wiele sposob6w — np. poprzez: liczbe
nastrajalnych parametréw, wymiar Vapnika-Chervonenkisa, liczby pokryciowe, zto-
zono$¢ Rademachera, i wiele innych. Oczywiscie, modele o zbyt duzej ztozonoSci
w stosunku do rozmiaru préby uczacej, nazywane takze przewymiarowanymi, maja
tendencje do przeuczania si¢ (ang. overfitting), czyli efektu przeciwnego do do-
brego uogdlniania. Model przeuczony charakteryzuje si¢ bardzo matym bigdem na
danych uczacych i istotnie wigkszym btedem na danych testowych (nie widzianych
podczas uczenia). A zatem interesujacymi sg iloSciowe odpowiedzi na pytania: jak
dobrze uogélniamy? lub réwnowaznie jak mocno przeuczamy?

Rys. 6.1 przedstawia przyktad zagadnienia wyboru ztozono$ci modelu i daje
Czytelnikowi intuicyjny poglad na tresci omawiane w niniejszym rozdziale. Ry-
sunek dotyczy znanego prostego algorytmu ,,najblizszych sasiadéw”, za pomoca
ktorego klasyfikowany jest wzorzec szachownicy. Tradycyjnie, pewna liczba k
najblizszych sasiadéw decyduje o ztozonosci modelu w przypadku tego algorytmu.
Im mniejsze k (blizsze 1), tym model bardziej ztozony, a wynikowa granica decy-
zyjna bardziej ,,powyginana”. Na przedstawionym rysunku zamiast k obserwowana
jest rownowaznie liczba a € (0, 1) jako ztozono$¢ modelu, reprezentujaca procent
najblizszych sasiadow. Wykres po lewej stronie to przebieg procedury wyboru zto-
zono$ci modelu, gdzie obserwowane sa: btad na prébie uczacej (niebieska krzywa),
tzw. btad prawdziwy (czerwona krzywa), i ograniczenie na tenze blad oparte na
tzw. wymiarze Vapnika-Chervonenkisa (zielona krzywa) — wynoszacym w tym
przypadku [2/o]. Pojecia btedu prawdziwego i wymiaru VC zostang oméwione
w tym rozdziale. Kolejne rysunki pokazuja trzy wybrane przyktadowe modele:
niewystarczajaco zlozony (dla a = 15.35% najblizszych sasiadéw), odpowied-
nio dobrze ztozony (dla o = 1.11% najblizszych sasiadéw), zbyt zlozony (dla
a = 0.15% najblizszych sasiadéw) — czyli przeuczony, dopasowujacy si¢ do

Izwykle w postaci probabilistycznych ograniczeri (nieréwnosci)
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6.1 Ogdlny scenariusz uczenia sie z danych

szuméw w danych uczacych.

ALY TR x 1 u

Rys. 6.1: Klasyfikacja wzorca ,szachownica” z wykorzystaniem algorytmu naijbliz-
szych sgsiaddw (zrédto: (KK11)). Wykres po lewej stronie pokazuje przebieg procedury
wyboru ztozonoéci modelu (ztozonos$¢ okreslona przez parametr o« — procent naj-
blizszych sgsiaddw), gdzie obserwowane sq: btad na prébie (niebieska przerywana
krzywa), btagd prawdziwy (czerwona krzywa), i ograniczenie na btqgd oparte na
wymiarze VC (zielona krzywa). Kolejne rysunki pokazujq trzy wybrane modele: niewy-
starczajgco ztozony, odpowiednio dobrze ztozony, zbyt ztozony (przeuczony), (Zrédto:
opracowanie wtasne).

Niniejszy rozdzial omawia formalne matematyczne podstawy Statystycznej
Teorii Uczenia (SLT). TreSci rozdziatu sa trudne, ale zachgcamy do ich lektury,
nawet jezeli Czytelnik nie zdola wykorzysta¢ ich w przysztosci bezposrednio.
Naszym zdaniem treSci te buduja pewne wyobrazenie i wyczucie, na co praktyk
powinien zwraca¢ uwage, rozwiazujac zadanie uczenia maszynowego.

Ogolny scenariusz uczenia sie z danych

Algorytmy uczenia maszynowego sa w wigkszosci przypadkéw stosowane w tzw. sy-
tuacji obserwacyjnej (ang. observational setting). Jest to sytuacja czesta w rze-
czywistosci. JesteSmy biernymi obserwatorami pewnego zjawiska, odnotowujemy
pochodzace z niego dane, natomiast nie znamy mechanizmu rzadzacego tymze
zjawiskiem. Mowiac Scislej nie znamy lacznego rozktadu prawdopodobienstwa,
wedlug ktérego objawiaja si¢ obserwowane wielkoSci.

Zadanie uczenia si¢ z danych polega na estymacji nieznanej zaleznoSci
wejsciowo-wyjsciowej na podstawie skoniczonej liczby obserwacji. Ogélny sce-
nariusz tego zadania obrazuje schemat pokazany na rys. 6.2. Zawiera on trzy pod-
stawowe elementy: generator losowych punktéw (wektoréw) wejsciowych, system,
ktéry zwraca warto$ci wyjSciowe dla danych punktéw wejsciowych, oraz maszyne
uczqceq sie, ktoéra obserwujac przyktady (czyli pary: punkt wejsciowy i warto§¢ wyj-
Sciowa) dokonuje estymacji nieznanego odwzorowania wejSciowo—wyjsciowego.
Powyzsze sformulowanie obejmuje dwa najwazniejsze zadania uczenia nadzorowa-
nego: klasyfikacje i estymacje funkcji regresji (lub inaczej aproksymacje).
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X (0
Generator punktow wejsciowych Maszyna uczaca sie —
)
System

Rys. 6.2: Maszyna uczgca sie na podstawie obserwacji systemu (Zrodto: opracowa-
nie wtasne na podstawie (ABO9; CM07; RM99)).

Generator generuje punkty losowe x € R*, x = (x1,...,X,), wybierane niezalez-
nie z rozktadu o pewnej stafej funkcji gestosci p(x), ktora zwykle jest nieznana dla
modelujacego. Jak wspomniano wczesniej, w terminologii statystycznej taka sytu-
acja nazywana jest obserwacyjnq. Oznacza to, ze modelujacy nie ma wptywu na to,
jakie wartosci wejSciowe dostarczane sa do systemu, a sam generator mozna trak-
towac jako czg$¢ systemu. Przeciwienistwem sytuacji obserwacyjnej jest sytuacja
nazywana eksperymentem planowanym lub kontrolowanym, w ktérej modelujacy
ma mozliwo$¢ sam wymusic okreslony i deterministyczny schemat prébkowania
[CMOT7].

System dostarcza warto$¢ wyjsciowa y dla kazdego punktu x zgodnie ze stalym
warunkowym rozktadem prawdopodobienstwa okreslonym przez prawdopodobien-
stwa P(y|x) w przypadku gdy wartosci y sa dyskretne (zadanie klasyfikacji) lub
przez gesto$¢ p(y|x) w przypadku gdy wartosci y sa ciagle (zadanie estymacji
regresji). Taki warunkowy rozktad jest rowniez nieznany. Powyzszy opis zawiera
szczegblny przypadek systemu deterministycznego, gdzie dla kazdego ustalonego x
system zwraca zawsze t¢ samg odpowiedZ, ale takze ogdlniejszy przypadek, w kt6-
rym dla tego samego x system z pewnym rozktadem prawdopodobiefistwa zwraca
r6zne odpowiedzi. Mozemy tu mysle¢ albo o zadaniu aproksymacji i losowych od-
chytkach wokét pewnej rzeczywistoliczbowej wartosci $redniej® lub tez o zadaniu
klasyfikacji i o losowych ,,przektamaniach” typowej etykiety klasy dla danego x.
Systemy rzeczywiste rzadko kiedy maja wyjscia catkiem losowe, maja natomiast
pewne nieznane lub nieuwzglgdnione wejscia. Efekt tych wejs¢ na wyjscie mozna
rozumie¢ wilasnie jako zmienna losowa o pewnym rozkladzie prawdopodobienistwa

24cislej méwiac, o odchytkach wokét funkcji regresji
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[CMO7; Ger99; Kle05].

Maszyna uczqca sig jest obiektem wyposazonym w pewien z gory przyjety
zbior funkcji F = { f} (nazywanych czasem takze hipotezami) oraz algorytm uczqcy,
ktéry na podstawie dostarczonych przyktadéw danych (obserwacji) potrafi wybrac
jedna funkcje ze zbioru F jako model systemu. Tym samym, po wybraniu takiej
jednej funkcji, maszyna bedzie w stanie zwracaé swoje odpowiedzi (rozpoznania,
przewidywania) dla nowo przychodzacych punktéw x, tj. zwracaé y = f(x).

Wyréznia sig dwa wazne typy zbioréw funkcji, ktérymi postuguja si¢ maszyny
uczace si¢: liniowe ze wzgledu na parametry i nieliniowe ze wzgledu na parametry.
Nalezy zaakcentowaé tu fakt, ze liniowo$¢ (czy tez nieliniowos$¢) dotyczy wia-
$nie parametrow, nie za$ zmiennych wejsciowych. Na przyklad zbidr zawierajacy
funkcje trygonometryczne postaci

N
flow,v) =wo+ Z (vg sin(kx) + wy cos(kx)), (6.1)
k=1

jest zbiorem liniowym ze wzgledu na parametry, podobnie jak chociazby zbidr
funkcji wielomianowych postaci

N
flaw) =Y wak. (6.2)
k=0

Natomiast zbidr zawierajaca funkcje typu
N n
Fxw, V) =wo+ Z Wi (vko + Z vijj> , (6.3)
k=1 j=1

gdzie ¢ jest pewna funkcja nieliniowa (np. sigmoidalng), jest tym samym zbiorem
nielinioweym, jako ze parametry V = {vi;} sa pod dzialaniem funkcji ¢. Taki
zbidr funkcji stuzy m.in. do reprezentowania sieci neuronowych z jedna nieliniowa
warstwa ukryta [Klg05], o ktérych byta mowa w punkcie 4.2.

Rozréznienie na liniowe i nieliniowe zbiory funkcji jest wazne, dlatego ze
w procesie strojenia modelu przeklada si¢ ono na rozwigzywanie odpowiednio
liniowego i nieliniowego zadania optymalizacji [CMO07; Ger99; Klg05].

Podsumowujac, w ujeciu teorii SLT (i techniki PAC) na maszyng uczaca si¢
patrzymy jak na parg: (1) zbiér funkcji matematycznych, ktéry ma ona do dyspo-
zycji oraz (2) algorytm uczacy, ktéry méwi, w jaki sposéb nalezy wybrac jedna
funkcje z tego zbioru. Zadanie uczenia si¢ z danych dobrze jest wéwczas postawic
jako problem, ktéry nalezy rozwiazaé z zadana z gory (&, 8)-precyzjq. Oznacza
to, ze algorytm uczacy bgdzie wybierat funkcje, ktéra popetnia btad prawdziwy
(to pojecie zdefiniujemy juz za chwilg) nie gorszy niz o € od btedu najlepszej
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funkcji mozliwej do osiagnigcia w przyjetym zbiorze i fakt ten bedzie miat miejsce
z prawdopodobierfistwem przynajmniej 1 — 6.

W kolejnej sekcji uscislamy naszkicowane dotychczas pojecia. Przyjeta notacja
1 nazewnictwo sa zgodne z powszechnie przyjetymi w pracach na temat SLT
(patrz np. [AB09; Vap95; Vap98]). Duza czeS$¢ sposrdd nastepujacych tresci jest
powtdrzona za praca [Kle12].

Notacja i pojecia podstawowe
Niech

7= {Zl,Zz,. .. ,Zm} = {(Xlayl)v(X27y2)a [ER) (va)’m)}- (64)

oznacza probe (ang. sample) o rozmiarze m, tj. zbior par (x,y) czerpanych z pew-
nego nieznanego, ale statego tacznego rozktadu prawdopodobienstwa P. Rozktad P
reprezentuje dane zjawisko, ktére jest przedmiotem uczenia. Pojedyncze punkty
danych czerpane sa w sposéb i.i.d. (ang. independent, identically distributed),
czyli niezaleznie i przy zachowaniu statego rozkladu, i tym samym mozemy my-
§le¢ o produktowym rozktadzie P", z ktérego pochodzi cata préba. Jezeli chodzi
o dziedziny, niech w ogdlnosci x € X CR" orazy € Y, gdzie w zaleznoSci od rodzaju
zadania dziedzing Y bedzie stanowil pewien zbidr skoriczony (zadanie klasyfikacji),
lub zbidr R (zadanie estymacji funkcji regresji) [Klg12]. Dla uproszczenia pomi-
niemy w dalszych rozwazaniach zadania estymacji gestosci i klasteryzacji, ktére sa
zadaniami uczenia nienadzorowanego (ang. unsupervised learning)®.
Niech

F={f), (6.5)

gdzie f: X — Y, oznacza zbior funkcji, ktéry maszyna uczaca si¢ ma do dyspozycji.
Za pomoca pewnej wybranej funkcji z tego zbioru bgdziemy chcieli przyblizaé
badane zjawisko.

Pojecie zdolnosci do uogolniania dla pewnej ustalonej funkcji f mozna utoz-
samia¢ z liczbowa wartoscia bledu prawdziwego* (ang. true error) popelianego
przez t¢ funkcje [Klg12]. Chodzi tu o btad policzony w sposéb doktadny jako war-
to$¢ oczekiwana wzgledem rozktadu P. Dla zadania klasyfikacji blad prawdziwy
definiujemy jako:

err(f) = [ L) A3 pPOIX)dx (6.6)
xeX yer dP(xy)

34j. nie uwzgledniaja wartosci y pochodzacych z systemu lub tez wartosci te nie sa obserwowane
“Wielko$¢ ta bywa tez nazywana ryzykiem prawdziwym (ang. true risk) np. u Vapnika [Vap95;
Vap98].
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gdzie notacja [-] jest funkcja wskaznikowa, przyjmujaca 1 gdy zdanie bedace argu-
mentem jest prawdziwe i 0 w przeciwnym razie. Jak mozna zauwazy¢, liczbowy
sens erp to prawdopodobieristwo blednego sklasyfikowania losowej pary (X,y) za-
czerpnigtej z P. Dla zadania estymacji funkcji regresji blad prawdziwy definiujemy
zwykle’ jako:

err(f) = [ [ (F6)=9)? px)plyix)dyd. ©7)
xeXyeY dP(xy)

Liczbowy sens erp to w tym przypadku to oczekiwany kwadrat odchytki pomigdzy
f(x) ay. Warto dodaé, ze sama funkcja regresji, ktéra staramy si¢ przybliza¢ za
pomoca f, jest w kazdym punkcie x okreslona jako r(x) = [ .y p(y[x)dy, czyli jako
warto$¢ oczekiwana (Srednia) z rozktadu warunkowego.

Funkcje podcatkowe w powyzszych definicjach, tj. [f(x) # y] oraz (f(x) —y)?
odpowiednio dla klasyfikacji i estymacji regresji, sa w nomenklaturze SLT okreSlane
mianem funkcji straty (ang. loss functions).

Dla lepszego zrozumienia poje¢é rozktadu tacznego P oraz bledu prawdzi-
wego erp rozwazmy nastepujacy konkretny przyklad problemu klasyfikacji z jedna
zmienna wejsciowa® x oraz dwiema klasami y € {0, 1}. Rys. 6.3 obrazuje rozktady
sktadowe (brzegowe) oraz taczny prawdopodobieristwa definiujace ten problem.
Pierwszy z wykresow przedstawia rozktad generatora okreslony przez gestosé p(x),

rozktad generatora rozklady warunkowe rozktad taczny
px) P(y|x) p(x,y) = p(x)P(ylx)

0'1\k

0.075\ Y 1
o.os\
0.025\ ©

Rys. 6.3: Przyktad problemu klasyfikacii z jedng zmienng wejsciowq. Problem jest
zdefiniowany przez tgczny rozktad prawdopodobienstwa (Zrédto: opracowanie
wtasne).

czyli rozktad, wg ktérego objawiaja si¢ punkty x. Wykres Srodkowy reprezentuje
warunkowe rozktady prawdopodobieristwa P(y|x), zgodnie z ktérymi objawiaja

SW zadaniu estymacji funkcji regresji bardzo rzadko bywaja uzywane inne funkcje niz kwadratowa
funkcja biedu.
6Uzywamy tu celowo czcionki niepogrubionej, poniewaz x bedzie skalarem (nie za§ wektorem

cech).
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si¢ wartoSci y dla kazdego x. Innymi stowy mamy tu do czynienia z nieskoficzenie
wieloma rozktadami’ dwupunktowymi — kazdy z nich mozemy odczytaé ustalajac
odcieta x. Np. dla x = 10 mamy rozktad P(y = O|x) = 0.85, P(y = 1|x) = 0.15.
Mozna zatem zauwazy¢, ze problem nie jest deterministyczny, tzn. dla tej samej
wartoS$ci x system moze odpowiedzie¢ réznymi wartoSciami klasy y, przy czym dla
matych x klasa y = 0 jest bardziej prawdopodobna, zas dla duzych x bardziej praw-
dopodobna jest klasa y = 1. Ten niedeterminizm moze by¢ ttumaczony np. przez
fakt, ze obserwujemy tylko jedna zmienng wejSciowa (w ogdlnoSci zazwyczaj
jesteSmy w stanie ,,zmniejszy¢” niedeterminizm obserwujac lub mierzac wigcej
istotnych zmiennych wejsSciowych). Mozna takze zauwazy¢é, ze x = 12.5 wydaje sig¢
by¢ najlepsza wartoscia progowa do rozrézniania pomigdzy klasami tj. do podej-
mowania decyzji. Niemniej, przy ostatecznym wyborze takiego progu nalezy takze
uwzglednié rozktad p(x), a w naszym przyktadzie rozklad ten jest wysrodkowany
wokot wartosci 10. Wykres po prawej stronie rys. 6.3 pokazuje rozktad taczny nad
parami (x,y), ktory jest okreslony iloczyn p(x)P(y|x). To wtasnie rozktad taczny
mozna utozsamia¢ z problemem uczacym. Innymi stowy rozktad taczny (przy usta-
lonej przestrzeni cech) stanowi petng informacje o problemie. Ponizej podane sa
wzory rozkladéw przyjetych na potrzeby omawianego przyktadu:

1 _(x—l(),g)z
= 2:4.0
P(x) \/27r4.06 ’
1 1
Ply=0x) = ——————>=, PO=1x)=1- (6.8)

C ] 4 e075(x125) 1+ e075(x—12.5)"

Dla powyzszego przyktadu rozwazmy teraz maszyng¢ uczaca si¢, ktéra ma do
dyspozycji nastgpujacy zbior funkcji F = {f(x; ®)} per, gdzie

1, dlax> w;
0, dlax<o.

f(x;w)—{

Parametr @ mozna traktowac jak indeks konkretnej funkcji w tym zbiorze i stanowi
on jednocze$nie prég decyzyjny. Tego typu funkcje bywaja w uczeniu maszynowym
okreslane nazwa ,,decision stumps” (przy czym sa one zwyczajowo wyposazane
w jeszcze jeden parametr dedycujacy o kierunku decyzji).

Przypu$émy teraz, ze chcielibySmy oceni¢, na ile dobre jako klasyfikatory
bytyby na przyktad funkcje f(x;10) 1 f(x; 13), czyli funkcje z progami decyzyjnymi
odpowiednio w punktach 10 i 13. Innymi stowy chcemy obliczy¢ i poréwnac btedy
prawdziwe tych funkcji.

Rys. 6.4 przedstawia wykres funkcji f(x;10) oraz jej funkcji straty wazo-
nej rozktadem tacznym. To wiasnie ta wazona funkcja straty bedzie catkowana

7continuum rozktadéw
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f(x;10)

10 20

Rys. 6.4: Wykres funkcji f(x;10) oraz jej funkcji straty wazonej tgcznym rozktadem
prawdopodobiehstwa (Zrédto: opracowanie wtasne).

w celu obliczenia btgdu prawdziwego. Uzywajac dowolnego srodowiska do obli-
czefi numerycznych mozna przekonac sig, ze btad prawdziwy erp w tym przypadku
wynosi w przyblizeniu

/oo Z [f(x;10) # y]p(x)P(y|x)dx =~ 0.239671. (6.9)
~*ye{0,1}

Postepujac analogicznie dla funkcji f(x; 13) mozemy wyznaczy¢ jej wazona
funkcje straty (patrz rys. 6.5) i tym samym obliczy¢é poprzez calkowanie jej

f(x:13) [f(x;13) # y]p(x)P(y|x)

13 20

Rys. 6.5: Wykres funkgcji f(x;13) oraz jej funkcji straty wazonej tgcznym rozktadem
prawdopodobienstwa (Zrédto: opracowanie wtasne).

btad prawdziwy:

/oo Z [f(x;10) # y]p(x)P(y|x) dx ~ 0.143819. (6.10)
~ye{o.1}

A zatem btad prawdziwy popetiany przez funkcje f(x; 13) jest mniejszy (niz btad
prawdziwy funkcji f(x;10)) i to ja nalezaloby wybraé jako klasyfikator, gdyby
wybor ograniczony byt tylko do dwéch wspomnianych funkcji.
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W powyzszym przykladzie obliczenie bledéw prawdziwych byto mozliwe tylko
dzigki temu, ze taczny rozktad prawdopodobienistwa byt znany w spos6b jawny,
dany poprzez wzory (6.8). Nalezy mocno podekresli¢, ze blad prawdziwy nie jest
mozliwy do obliczenia w spotykanych w praktyce typowych zadaniach uczenia
maszynowego (z wyjatkiem eksperymentéw kontrolowanych), poniewaz rozktad
taczny nie jest znany, a do naszej dyspozycji jest tylko skoficzona préba pochodzaca
z tego rozkladu, patrz zapis (6.4). Interesujacym natomiast jest to, ze w ramach
teorii SLT istnieja rézne techniki pozwalajace na szacowanie nieznanej wartosci
btedu prawdziwego.

Podstawowa wielkoScia, ktdra jest wyliczana i pojawia si¢ w kazdym praktycz-
nym eksperymencie, jest btqd na probie® (ang. sample error), a méwiac petniej jest
to btad na prébie uczacej. Dla zadania klasyfikacji btad na prébie ér, obliczamy
jako

3=
(agE

er,(f) = [f(xi) # yil, (6.11)

—_

natomiast dla zadania estymacji funkcji regresji jako
1
m

et (f) = (f(x:) = yi)*. (6.12)

=

Il
—

Liczbowy sens (6.11) i (6.12) to odpowiednio czestoS¢ btednej klasyfikacji oraz
Sredni kwadrat odchytki [Kle12].

Algorytm uczqcy L wybiera ze zbioru F jedna funkcje fmajac na uwadze
zaobserwowane dane, i starajac sig, aby wybrana funkcja minimalizowata btad na
probie, tj. aby:

o~

f =arginf €r,(f). (6.13)
feF
Takie postgpowanie nazywane jest w literaturze regulg indukcyjna SAE (ang. sample

error minimization) lub ERM (ang. empirical error minimization)®. Innymi stowy
na sam algorytm uczacy mozemy patrze¢ jak na nastgpujace odwzorowanie

L: |JXxY)"—>F, (6.14)
m=1

ktére dla danej proby z wskazuje okreslong hipoteze L(z) = fwybrana ze zbioru
F. Jawne rozréznienie pomigdzy zbiorem funkcji a algorytmem uczacym jest

8Bywa tez nazywany ryzykiem empirycznym (ang. empirical risk).
90 ile arginf istnieje. Jezeli F jest zbiorem zwartym, to wéwczas funkcjonaty €t i erp zdefinio-
wane nad zbiorem zwartym osiagaja swoje kresy na mocy twierdzenia Weierstrassa.
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przydatne. Mozemy pomysle¢ np. o sieci neuronowej, gdzie funkcjami w zbio-
rze F' sa kombinacje lub ztozenia sigmoid, i uczy¢ te sie¢ réznymi algorytmami
L: klasycznym algorytmem backpropagation, algorytmem RPROP, algorytmem
Adam, metoda najwigkszej wiarygodnosci itd. Inny przyktad — zbidr funkcji moga
stanowi¢ wielomiany, ktére mozna uczy¢ metoda najmniejszych kwadratow: bez
regularyzacji na wspétczynniki, z regularyzacja £, z regularyzacja ¢; itp. [Klg12]

Jak mozna zauwazy¢, btad na prébie jest w zapisie pokrewny do biedu prawdzi-
wego. Odpowiednie calki zastapiono sumami. Jednakze, jak wiadomo, nie nalezy
sadzié, ze dla wybranej funkcji fwartoéé jej btedu na proébie (zdolnosé do od-
twarzania) to dyskretny odpowiednik lub oszacowanie dla jej btgdu prawdziwego
(zdolno$¢ do uogdlniania). W wigkszosci przypadkéw btedy na prébie sa mniej-
sze niz btedy prawdziwe, jako ze sa one (btedy na prébie) osiagnigte poprzez
wyb6r funkcji dobrze dopasowanej do konkretnych danych uczacych, a tym sa-
mym szuméw obecnych w tych danych. Méwiac inaczej, mozna fatwo wskazac
funkcje, dla ktérej btad na prébie jest bliski zeru lub nawet zero, a jednocze$nie
funkcja ta stabo uogdlnia tj. ma duzy btad prawdziwy. Mamy wéwczas do czynienia
Z przeuczeniem.

Z drugiej strony warto nadmieni¢, ze czgsta praktyka jest dzielenie catosci
danych na prébe uczaca i probe testowq. Jezeli ma to miejsce i w probie testowej
znajduja si¢ przyktady, ktérych algorytm uczacy nie widzial podczas uczenia, to
wowczas blad obliczony na prébie testowej (odpowiednio duzej) jest faktycznie
przyblizeniem btedu prawdziwego. Uscislajac, jezeli przez 2’ = {z/,...,2 v} =
{(x'1,5)),-- ., (X', ¥, )} 0znaczymy pewna wydzielona ,,na bok™ prébe testowa,
gdzie m' oznacza jej rozmiar, to wéwczas prawda jest, ze €ry (f) ~ erp(f) dla do-
wolnej funkcji f. Co wigcej, w granicy dla m’ — oo znak przyblizenia w powyzszym
stwierdzeniu nalezy zastapi¢ réwnoscia.

Niech f* oznacza najlepsza funkcje¢ w zbiorze F, taka ze:

fr ==arg}g£,erp(f)- (6.15)

Oczywiscie chcielibySmy, zeby funkcja f wybrana przez algorytm uczacy miata
btad prawdziwy erp(f) jak najblizszy do erp(f*).

Oprécz rozwazania zbioru F dobrze jest w pewnych kontekstach patrzeé row-
nolegle na zbior funkcji straty (ang. loss functions). Chodzi tu o zbior:

Ip ={l;: fEF}, (6.16)

gdzie dla zadania klasyfikacji mamy funkcje [¢(z) = I ((X,y)) = [f(x) # y] realizu-
jace odwzorowanie zero-jedynkowe Iy: X xY — {0, 1}, a dla zadania estymacji re-
gresji mamy funkcje /7 (z) = (f(x) —y)? realizujace odwzorowanie /;: X x ¥ — R.
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6.3

6.3.1

Zbiory F i lr sa ze soba bezposrednio skojarzone, a dla szczegdlnego przypadku
klasyfikacji binarnej pomigdzy F i Ir istnieje odpowiednio$¢ 1 : 1. Warto dodat-
kowo zauwazy¢, ze dla zadania klasyfikacji, niezaleznie od liczby klas w problemie
(tj. niezaleznie od licznoSci przeciwdziedziny, do ktérej odwzorowuja funkcje
f: X —=7Y) funkcje Iy sq zawsze funkcjami zero-jedynkowymi. Ten fakt ma zna-
czenie przy definicji wymiaru Vapnika-Chervonenkisa, o ktérym pdzZniej.

Zbieznos¢ jednostajna i pojecia ztozonosci maszyn uczgcych
sie

Zbieznos¢ jednostajna dla skonczonych zbioréw funkciji
zero-jedynkowych
Jednym z podstawowych celéw teorii SLT jest badanie tempa jednostajnej zbiez-
nosci w prawdopodobieristwie (ang. uniform convergence in probability) btedéw
na probie do blgdoéw prawdziwych, gdyby generowac ciag takich wynikow wraz
z podnoszeniem rozmiaru m préby uczacej. JednostajnosS¢ oznacza, ze interesuje
nas najbardziej pesymistyczny przypadek, ktéry moze mie¢ miejsce — to znaczy,
pytamy o prawdopodobieristwo takiego zdarzenia, ze najwigksza odchytka pomig-
dzy btgdem prawdziwym a btedem na prébie (ktéra ma miejsce dla pewnej funkcji
f w zbiorze F) przekracza pewien zadany prog €, tj.: sup scr [erp(f) — €rz(f)| > €.
Nalezy mie¢ swiadomosé, ze tego typu zdarzenie moze przy pewnych ztosliwych
okolicznosciach w szczeg6lnosci zachodzié whasnie dla funkcji f, czyli tej, ktéra
wybiera si¢ poprzez minimalizacj¢ btedu na prébie.

Przydatnym narzedziem do twierdzei o jednostajnej zbieznosci jest nier6wnos¢é
Chernoffa. Opisuje ona zwiazek pomigdzy prawdopodobieistwem p pewnego
zdarzenia'”, a jego czestoscia v,, zaobserwowana na prébie o rozmiarze m:

Po(|p — V| > €) <272, (6.17)

gdzie prawdopodobienstwo P, jest wyliczane wzglgdem przestrzeni wszystkich
préb o rozmiarze m. Jak wida¢ prawdopodobienistwo odchytki wigkszej niz €
maleje w tempie wyktadniczym ze wzgledu na rozmiar préby. Istnieja takze wersje
jednostronne nieréwnosci Chernoffa:

e~ 2m (6.18)
e~2e'm (6.19)

Rozwazmy najprostszy przypadek skoriczonego zbioru funkcji F = {f1,..., fn }
uzytego do uczenia. Znany jest nastepujacy elementarny rezultat [Vap98; VC71] na

10Wwaga: nie nalezy w tym kontekscie odczytywaé oznaczenia p jako funkcji gestosci.
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temat jednostajnej zbieznoSci:

N
B (Sup(erp(f) _é\rz<f)) >8> < ZP’" (erp(fk) _az(fk) >8) < ]\/_67282m7

SEF k=1
(6.20)

gdzie ostatnie przejscie wynika z faktu, ze dla kazdej ustalonej funkcji f zachodzi
nieréwno$é Chernoffa (6.18)!'!. Przypisujac do prawej strony nieréwnosci (6.20)
pewne mate prawdopodobienstwo 6 i rozwiazujac ze wzgledu na €, powyzszy rezul-
tat mozna réwnowaznie wyrazié
w formie ograniczenia na btad prawdziwy'>:

InN—1né

erp(fi) <ery(fi) + m

) (6.21)

ktére zachodzi z prawdopodobiefistwem przynajmniej 1 — 0 dla kazdej funkcji f;
w zbiorze F. W szczegdlnosci zachodzi tez wigc dla f. Idac dalej mozna tatwo

pokazaé'3, ze z prawdopodobieristwem przynajmniej 1 — 28:
-~ InN —1Iné \/ —1Ind
— )< ) 6.22
ern(F)—erplr?) < [ R0 f= (622)

co stanowi ograniczenie na réznicg pomigdzy btedem prawdziwym wybranej funk-
cji fa bledem prawdziwym najlepszej mozliwej funkcji f* w przyjetym F. Nalezy
przypomniec, ze oba te bledy prawdziwe sa w praktyce nieznane, a mimo to — co
ciekawe — podanie ograniczenia jest mozliwe [Klg12].

6.3.2 Ztozonos¢ probkowa
Kolejnym waznym pojeciem jest zkoZonos¢ probkowa (ang. sample complexity)
oznaczana jako my (€, 8). Ztozono$¢ prébkowa to minimalny rozmiar préby wystar-
czajacy na uczenie algorytmem L z zadang (€, 8)-precyzja dla danego problemu.
Ograniczenia na ztozonos¢ probkowa otrzymuje si¢ bezposrednio z ograniczen
w stylu nieréwnosci (6.22)'*. T tak dla uproszczonego przypadku skoficzonego
zbioru funkcji ztozono$¢ probkowa jest ograniczona nastgpujaco:

mi (e, 8) < 2%2 (VinN —Tn(8) + v/~ ln(5))2. (6.23)

1K t6ra stosuje sig, poniewaz dla klasyfikacji wielkosci erp i ét, oznaczaja odpowiednio prawdo-
podobieristwo i czgstos¢ btgdnego sklasyfikowania.

12Uzyto jednostronnej wersji nieréwnosci Chernoffa, poniewaz interesuje nas ograniczenie z gory.

13Wystarczy wykorzysta¢ dwa fakty: (1) z definicji f mamy ét, (f*) = ér (jA ), oraz (2) dla f*
zachodzi bezposrednio nieréwno$¢ Chernoftfa.

14Nalezy przypisaé € do lewej strony nieréwnosci i rozwiazac ze wzgledu na m.
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6.3.3

W oméwionym przypadku wielkoScia reprezentujaca ztozonos¢ (bogatosc)
zbioru F' byta liczba N — liczba funkcji w zbiorze. Oczywiscie nie jest to przy-
padek praktyczny, i tak naprawde w praktyce interesuje nas uczenie w oparciu
o nieskoficzone zbiory funkcji (continuum funkcji). Dla tych zbioréw, ograniczenia
na btad prawdziwy i ztozonos$¢ prébkowa sa budowane w oparciu o inne pojgcia
ztozonoSci zbioru F (nazywane takze: bogatoscia lub pojemnoscia, ang. function
set capacity). Méwiac skrotowo nalezy zastapi¢ pojawiajacy si¢ InN pewnym
odpowiednikiem wtasciwym dla nieskoficzonego zbioru F. I tak dla nieskoiiczo-
nych zbioréw funkcji zero-jedynkowych (klasyfikacja) jest to zwykle logarytm
Z tzw. funkcji wzrostu (ang. growth function), a dla nieskoiiczonych zbioréw funkcji
rzeczywistych (estymacja regresji) jest to zwykle logarytm z liczby pokryciowej
(ang. covering number).

Zbieznos¢ jednostajna dla nieskonczonych zbiorow funkcji
zero-jedynkowych

Niech F oznacza nieskoniczony zbidr funkcji. Dla ustalonej proby zy,. .., z,, niech
(IF)ja,....s,, OZnacza zbidr funkcji straty rozréznialnych nad ta préba (lub inaczej:
zbidr funkcji odcigtych do proby), tj.:

(P21, = {(lf'(zl>v---7lf'(zm)) . fe F} (6.24)

Oczywiscie #(Ir ) ...z, < 2™
Waznym pojeciem w tym kontekscie jest roztrzaskiwanie (ang. shattering).

Definicja 6.3.1 Méwimy, ze zbiér funkcji zero-jedynkowych roztrzaskuje probe
Z1,...,Zy, jezeli w tym zbiorze istnieje 2™ funkcji rozréznialnych nad préba.

Inaczej moéwiac, oznacza to, ze mozna zrealizowaé wszystkie dychotomie préby za
pomoca funkcji z tego zbioru.
Idac dalej, za pomoca pojecia roztrzaskiwania mozna w ponizszy sposob zdefi-
niowaé wymiar Vapnika-Chervonenkisa [VC71].
Definicja 6.3.2 Mdéwimy, ze zbiér /g funkcji zero-jedynkowych ma wymiar
Vapnika-Chervonenkisa réwny A, piszemy VC-dim (/) = h, wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje préba o rozmiarze h roztrzaskiwana przez /g i nie istnieje zadna
taka préba o rozmiarze h+ 1. Jezeli dla kazdego h > 0 istnieje pewna préba
roztrzaskiwana, to VC-dim (/) = eo.

Rys. 6.6 stanowi przyktadowa ilustracj¢ pokazujaca, w jaki sposéb zliczane sa
rozréznialne funkcje (i tym samym dychotomie) nad préba uczaca, w przypadku gdy
rozwazamy linie proste jako granice decyzyjne (co ma miejsce np. w perceptronie
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prostym). W zwiazku z tym, ze nie istnieje proba 4-elementowa, ktéra bylaby
roztrzaskiwana przez taki zbiér funkcji (obejmujacy rézne ustawienia jednej linii
prostej), to wymiar VC jest réwny w tym przypadku 3.

#(IF)‘Z] \22,23 = 8 = 23 #(IF)‘Zl,Zz.Z3,Z4 = 12 < 24

Qi 325 O/,/ 385 ZXE \s\\o X_~-'ﬁ Q’/’ZK &‘\\O X X
B | X s B 7w | mY o
X X X X
- X ®|0_ 0|0 %0 X
R ZR|o Olx.” o B..-| & : 3¢
e 322 e -~ 0 X L 0
’ B O 0/ _®O O
O X |70 0.-"
on®lo o Bl 0L o T K
0O of|0o“X|® .00 O
© ©.-- 4 0™L-0 [0
-7 @) o) @) .0
Rys. 6.6: Liczba rozrdznialnych funkcji straty nad probg 3-elementowq

i 4-elementowq przy dyskryminacji za pomocqg jednej linii prostej.

Znane sa pewne zbiory funkcji, dla ktérych doktadna warto$¢ wymiaru VC
zostata ustalona poprzez odpowiedni dowdd kombinatoryczny. Oto niektére przy-
ktady. Dla ptaszczyzn w R" (hiperptaszczyzn), ktére moga by¢ funkcjami bazowymi
np. dla sieci perceptronowych, wymiar VC wynosi n+ 1 [Vap98]. Dla kostek w R”
wymiar VC wynosi 2n [CMO07]. Dlakul w R”, ktére moga by¢ bazami dla radialnych
sieci neuronowych, wymiar VC wynosi n+ 1 [CMO07]. Dla wielomianéw zdefinio-
wanych nad R” stopnia co najwyzej s, wymiar VC wynosi (S:”), patrz np. [ABO9].
Jezeli chodzi o liniowe kombinacje baz, to wymiar VC mozna zwykle ograniczy¢
z gory przez iloczyn liczby baz i wymiaru VC pojedynczej bazy [ABO9, str. 154],
ale to stwierdzenie wymaga zwykle ostroznej analizy. Warto dodac¢ jednoczes$nie, ze
istnieja zbiory funkcji, dla ktérych nie udato si¢ jeszcze okresli¢ (dowies¢) wymiaru
VC, a mimo to zbiory te sa wykorzystywane w uczeniu [AB09; Kle12].

Alternatywnie, wymiar VC mozna definiowaé w oparciu o funkcje wzrostu
(ang. growth function), ktéra podaje najwigksza liczbe rozréznialnych funkcji dla
danego rozmiaru préby:

G"(m)= sup #(Ir),. (6.25)

ze(XxY)m
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Wymiar VC, to najwigkszy argument funkcji wzrostu, powyzej ktérego przestaje
ona narasta¢ wykladniczo. Jednym z istotnych rezultatéw w tym kontekscie jest
lemat Sauera [CRS94; Sau72; Ste78], ktéry mowi, ze jezeli VC-dim(lp) = h, to:

GF (m) < io (’Z) < (%)h (6.26)

Na rys. 6.7 przedstawiono przyktadowy wykres zlogarytmowanej funkcji wzrostu
przy ustaleniu wymiaru VC na warto$¢ 1 = 5.

log G¥(m)
10
8

sl

0,

|
I
I
I
I
I
5
— h
2L

Rys. 6.7: Przyktadowy wykres logarytmu z funkcji wzrostu przy h =5 (zrédto: opraco-
wanie wtasne).

Ponizsze twierdzenie o jednostajnej zbieznoSci (z wykorzystaniem lematu
Sauera) sformutowali oryginalnie Vapnik i Chervonenkis [VC71], patrz takze
[ABO9].

Twierdzenie 6.3.1 Niech F bedzie nieskoficzonym zbiorem funkcji
zero-jedynkowych o funkcji wzrostu GF' (m) i VC-dim(F) = h. Wéwczas:

P, <sup|erp<f>—az<f)|>e> < 4G (2m)e e (6.27)
feF

< 415 )-me’/8 (6.28)

Analogicznie do wzoru (6.21), powyzszy rezultat mozna zapisa¢ rOwnowaznie w
formie ograniczenia na btad prawdziwy — z prawdopodobiefistwem przynajmniej
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1 — 0 dla kazdej funkcji f € F mamy

et (f) < 6(F) + \/h(l +ln(2mn£;1;) —In(8/4) ©29)

6.3.4 Funkcije rzeczywiste w uczeniu, pokrycia oraz liczby pokryciowe

W przypadku nieskoriczonych zbioréw funkcji zero-jedynkowych wykorzystywany
byt fakt, ze dla kazdej ustalonej préby zbidr funkcji odcigtych do proby (Ir), ..,
stawal si¢ zbiorem skoficzonym. W uczeniu za pomoca funkcji rzeczywistych
zbidr ten jest niestety nadal nieskoinczony — dziedzing stanowi skoiczona liczba
punktéw, ale na przeciwdziedzinie nadal mamy continuum wartosci. To uniemoz-
liwia zliczanie. Potrzebnym zabiegiem staje si¢ zastosowanie pojecia pokrycia
(ang. cover), co pozwala na redukcj¢ zbioru nieskoniczonego do skoriczonego
i w efekcie na zliczanie.

W ogélnoéci moéwimy, ze zbidér U jest €-pokryciem zbioru W zawartego
w przestrzeni metrycznej, jezeli dla kazdego w € W istnieje element u € U, taki ze:
d(u,w) < € (gdzie d oznacza przyjeta metryke, czyli funkcje odlegtosci). W proble-
mach uczenia interesuje nas pokrywanie zbioru (lp)|zl ...zy» KtOTY stanowi pewne
zamazanie zbioru R™. Jezeli funkcje I sa ograniczone, to méwimy o zamazaniu
pewnej kostki zawartej w R™. Nalezy dodadé, ze istnieja twierdzenia, ktére pozwa-
laja wyrazi¢ pokrycie zbioru (lp)|Zl ....zy W terminach pokrycia zbioru Fiy, . Jest
to udogodnienie, poniewaz zbiorem F' zajmujemy si¢ bezposrednio.

Definicja 6.3.3 Liczba pokryciowa ./ (¢,Fy, . x,,d) nazywamy rozmiar mi-
nimalnego &-pokrycia zbioru Fiy,  x, W metryce d.

Definicja 6.3.4 Jednostajna liczba pokryciowa .4} (€, F,m) nazywamy mak-
symalna sposréd liczb 4 (g, Fiy, . x,,d) biorac pod uwage wszystkie mozliwe
proby o danym rozmiarze m:

N (&,F,m) = max{AN (&,Fy, x,.d): xeX"}. (6.30)

Nalezy zaznaczy¢, ze dla liczb pokryciowych uzywa si¢ w ogdélnosci metryk postaci

1/q
dy(u,w) = (1/m2|ui—v,-\q> : (6.31)

Z uwagi na czynnik 1/m zachodzi relacja: A7(-) < A5(+) < A(+).
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Rys. 6.8: Wykres kilku funkcji ze zbioru F = {sin(5x): € [0.2,1]} (lewa strona) oraz oraz
przyktadowe e-pokrycie zbioru Fgjom— czyli pokrycie zamazania generowanego
przez ten zbiér nad odcietymi x; = n/2, x, = 7 (prawa strona). Pokrycie wyznaczone
dla metryki d. i € = 0.2, zoznaczone na rysunku szarymi przerywanymi kwadratami
(zrédto: opracowanie wtasne).

sin(;;x)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

N«(0.2,F,2) ~ 44

Rys. 6.9: Wykres kilku funkciji ze zbioru F = {sin(%x) : o €[0.2,1]} (lewa strona) oraz oraz
przyktadowe g-pokrycie zioru Fg sz o, — Czyli pokrycie zamazania generowanego
przez ten zbiér nad odcietymix} =9/5x, x5 =2x (prawa strona). Pokrycie wyznaczone
dla metryki d i € = 0.2, zaznaczone Na rysunku szarymi przerywanymi kwadratami.
Szacowana jednostajna liczba pokryciowa wynosi 44 (Zrédto: opracowanie wtasne).

Aby da¢ Czytelnikowi wizualne wyobrazenie o pojeciach €-pokrycia, liczby
pokryciowej i jednostajnej liczby pokryciowej przedstawiamy rysunki 6.8-6.11, na
ktérych rozwazany jest nastgpujacy zbidr funkcji trygonometrycznych

F= {sin(%x) e 0.2, 1]}, (6.32)

z jednym parametrem @ decydujacym o czgstotliwosci. Przyjeta jest metryka do.
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rys. 6.8 ilustruje przyktadowe pokrycie zamazania generowanego przez zbidr F
odcigtego do dwuelementowej préby x; = m/2, x, = . Rys. 6.9 prezentuje po-
krycie zamazania wygenerowanego dla najbardziej wymagajacej dwuelementowe;j
préby xj = 9/5m, x} = 27 (wykrytej poprzez przeszukiwanie wyczerpujace z kro-
kiem 7/16). Zgodnie z rysunkiem wykryta jednostajna liczba pokryciowa wynosi
N-(0.2,F,2) ~ 44. Rysunki 6.10, 6.11 pokazuja analogiczne przyktady dla préb
trzyelelementowych.

Fiv v x
sin(Lx) RERES

@

05 P

Rys. 6.10: Wykres kilku funkciji ze zbioru F = {sin(5x): @ € [0.2,1]} (lewa strona) oraz
oraz przyktadowe e-pokrycie zioru Fi; /> x 327 POKrycie wyznaczone dia metryki de
i £ = 0.2, zaznaczone na rysunku szarymi przerywanymi szescianami (zrédto: opraco-
wanie wtasne).
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sin(1x)

|z
o
N

Nw(0.2,F,3) ~ 66

Rys. 6.11: Wykres kilku funkciji ze zbioru F = {sin(5x): @ € [0.2,1]} (lewa strona) oraz
oraz przyktadowe g-pokrycie zZDIoru Fig sy 9/57,27- POKrycie wyznaczone dla metryki
d 1 € = 0.2, zaznaczone na rysunku szarymi przerywanymi szes§cianami. Szacowana
jednostajna liczba pokryciowa wynosi 66 (Zrédto: opracowanie wtasne).

Istnieja nastgpujace wazne twierdzenia o zbieznosci jednostajnej wykorzystu-
jace liczby pokryciowe.

Twierdzenie 6.3.2 (Anthony i Bartlett, [AB09, twierdzenie 10.1]) Niech F
oznacza zbiér funkcji f: X — [0, 1], a P taczny rozktad prawdopodobienstwa
zdefiniowany nad X x [0, 1]. Niech: 0 < € < 1, y > 0. Wtedy

P, (superp(f) —&tl(f) = 8) < 245(Y/2,F, 2m)e_£2m/8. (6.33)
feF

Twierdzenie 6.3.3 (Anthony i Bartlett, [AB09, twierdzenie 17.1]) Niech F
oznacza zbidr funkcji f: X — [0, 1], a P taczny rozktad prawdopodobieristwa
zdefiniowany nad X x [0, 1]. Niech: 0 < € < 1. Wtedy

P, <sup lerp(f) — ét,(f)| > s) <44 (e/16,F,2m)e €32 (6.34)
fEF

Twierdzenie 6.3.2 jest sformulowane dla zadania klasyfikacji postawionego jako
klasyfikacja z marginesem y i wykorzystuje liczbe pokryciowa w metryce de.



6.3 Zbieznos¢ jednostajna i pojecia ztozonosci maszyn uczgcych sie

Margines reprezentuje odlegto$¢ od progowej granicy decyzji, przy czym odle-
gtos¢ ta jest liczona na osi wartos$ci funkcji f, tzn.: margin(f(x),y) = f(x) — %
dla y = 1 oraz margin(f(x),y) = 5 — f(x) dla y = 0. Intuicyjnie: im wiekszy
margines, tym pewniejsze zaklasyfikowanie [Bar98]. W twierdzeniu pojawia si¢
ét!, co oznacza czesto$é marginesu mniejszego niz 7y na probie, tj.: ét)(f) =
%):;":1 [margin (f(x;),y;) < y]. Marginesu w powyzszym rozumieniu nie nalezy
myli¢ z pojeciem marginesu separacji w maszynach SVM. Tam margines liczony
jest w przestrzeni X a nie na osi wartosci funkcji f. Twierdzenie 6.3.3 jest sformu-
towane dla zadania estymacji regresji i wykorzystuje liczbe pokryciowa w metryce
dp.

Nastgpujace rezultaty sa trzema przyktadowymi ograniczeniami na liczby pokry-
ciowe. Dwa pierwsze z nich wykorzystuja pseudowymiar'> (ang. pseudodimension)
jako pojecie pojemnosci zbioru funkcji. Ostatni rezultat (twierdzenie 6.3.6) wyraza
liczbe pokryciowa w terminach uczenia z regularyzacjq dla funkcji liniowych
ze wzgledu na parametry. Regularyzacja powoduje, ze oprocz bigdu na prébie

minimalizujemy takze norme¢ parametréw ||w|| w pewnej metryce.

Twierdzenie 6.3.4 (Haussler i Long, [HL95]) Niech F oznacza zbiér funkcji
rzeczywistych f: X — [0, 1] o pseudowymiarze réwnym h. Wtedy:

h
N, Fm) < Y (":) 11/¢]’, (6.35)

i=0

co z kolei jest mniejsze niz (%)h dlam > h.

Twierdzenie 6.3.5 (Haussler, [Hau95]) Niech F' oznacza zbior funkcji rzeczywi-
stych f: X — [0, 1] o pseudowymiarze réwnym h. Wtedy:

h
M (e Fym) < e(h+1) (i"’) . (6.36)

Twierdzenie 6.3.6 (Zhang, [Zha02]) Niech F bedzie zbiorem funkcji linio-
wych postaci: f(x) = ):?:1 w;x;, i niech algorytm uczacy .Z,-regularyzuje wagi,
tj. mamy, ze ||w||; < a. Dla ustalonego g, zbiér danych jest znormalizowany

5pseudowymiar jest tym dla funkcji rzeczywistych, czym wymiar VC dla funkcji zero-
jedynkowych — w praktyce mozna utozsamiac te dwa pojecia, a ich liczbowa warto$¢ jest taka sama
po zaokragleniu rzeczywistych wartosci f do {0,1}.
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nastepujaco: ||x;||, < b, i=1,...,m, gdzie 1/p+1/q =1 (normy sprzezone)
oraz 2 < p < oo, Wtedy:

s (e,F,m) < (2n+ 1)[«0 /€] (6.37)

Twierdzenie 6.3.6 to bardzo atrakcyjny wynik. Po przetozeniu na ztozonos$¢ préb-
kowa méwi on, ze przy zastosowaniu regularyzacji, do uczenia si¢ z precyzja (€,0)

wystarcza préba o rozmiarze proporcjonalnym tylko do logarytmu z liczby atry-
butéw (a nie skalujaca si¢ liniowo wraz z liczba atrybutéw). Przypomnijmy, ze

w wyrazeniu na ztozono$¢ probkowa pojawi si¢ wyraz In.41(-) oraz ze A () <

3 (+). T'tak po zlogarytmowaniu (6.37) otrzymamy [a*b?/€2]In(2n+1) ~ O(logn),
za$ po zlogarytmowaniu (6.36) otrzymamy (n+ 1)In(2e/€) +In(n+2)+ 1 ~ O(n),
wiedzac, ze wymiar VC wynosi & = n+ 1 dla funkcji liniowo zaleznych od parame-
trow.
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Metody gradientowe vs metody ez
gradientu

Metody optymalizacji gradientowej, pomimo przeréznych wariantéw i uspraw-
niefi (m.in. oméwionych w konteksScie sieci neuronowych intensywnie w sekcjach
4.3.3—4.3.9), mozna z duza doza prawdziwosci nazwa¢ ogdlnie metodami prze-
szukiwania lokalnego. Wynika to z faktu, ze rozpoczynamy od pewnego punktu
o wylosowanych wspétrzednych (w wielowymiarowej przestrzeni parametréw),
a nastgpnie przeszukujemy, dokonujac przejs¢: punkt stary przechodzi w punkt
nowy, kierujac si¢ w duzej mierze informacja o gradiencie — czyli wektorze po-
chodnych czastkowych. Takie postgpowania powoduje, ze trajektoria przeszukujaca
pozostaje na ogét w lokalnym zasiggu wplywéw pewnego lokalnego optimum,
w ktérym znalazl si¢ punkt startowy. OczywisScie moze zdarzy¢ si¢ tak, ze to
optimum lokalne bgdzie jednoczes$nie globalnym, jednakze wcale nie musi [Klg05].

Wychodzac poza kontekst sieci neuronowych, dodatkowym mankamentem
metod gradientowych jest sam fakt koniecznosci dysponowania informacja o po-
chodnych. Istnieje wiele probleméw optymalizacyjnych, gdzie nie umiemy obli-
cza¢ pochodnych (gradientu) lub wrecz takowe nie istnieja w sensie matematycz-
nym. Czgsto sg to problemy o naturze dyskretnej, kombinatorycznej, ale nie tylko.
Z tego punktu widzenia, atrakcyjniejsze na potrzeby optymalizacji wydaja si¢ by¢
metody, ktére nie wymagaja pochodnych, a jedynie mozliwosci obliczenia wartosci
optymalizowanej funkcji w dowolnym punkcie. Klasa takich metod, okreslona
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7.1

angielska nazwa derivative-free optimization, obejmuje m.in.:

- metody spadku lub wspinaczki po wspotrzednych (ang. coordinate descent /
ascent) [Wril5],

- metod¢ poszukiwania wzorcéw (ang. pattern search) [Dav91l; HJ61],

- symulowane wyzarzanie (ang. simulated annealing) [Met+53],

- optymalizacj¢ za pomoca roju czastek (ang. particle swarm optimization —
PSO) [KE95],

- algorytmy ewolucyjne (ang. evolutionary algorithms — EA), w tym w szcze-
g6Inosci algorytmy genetyczne (ang. genetic algorithms — GA) [Gol89;
Hol75].

To wtasnie tym ostatnim poswigcony jest ten rozdziat niniejszego podrgcznika.

Wiele sposréd wymienionych powyzej metod posiada znamiona przeszukiwania
globalnego i istnieje wiele przyktadéw probleméw, czy tez benchmarkéw, gdzie
aplikowanie tych metod pozwolito na wykrycie optimum globalnego. Pomimo
tych skutecznych przykltadéw ,.na rzecz”, nalezy uczciwie zaznaczy¢, ze istnieja
rowniez kontrprzyktady. A co z tego wynika — zadna z powyzszych metod nie
gwarantuje w sensie matematycznym umiejgtnosci wykrycia optimum globalnego
dla dowolnego problemu optymalizacyjnego.

Biorac pod uwage dwa ostatnie sposréd wymienionych podejsé — PSO oraz
EA/GA, niewatpliwa ich zaleta jest przeszukiwanie, ktére mozna nazwac populacyyj-
nym (czy tez gromadnym lub zespotowym). Oznacza te, Ze przestrzefi parametréw
nie jest przeszukiwana za pomoca pojedyncze;j trajektorii (punkt — punkt — ...),
a za pomocg zbioru punktéw (populacji kandydackich rozwiazan), ktéry w kolej-
nych iteracjach przechodzi w nowy zbidr punktéw itd. Jest to atrakcyjne, poniewaz
przestrzef rozwiazan jest probkowana w wielu miejscach réwnocze$nie i zwykle
nie ma potrzeby wielokrotnego startu algorytmu, jak ma to miejsce w metodach
gradientowych, a co wigcej stwarza to naturalne mozliwosci obliczeniowe do
zréwnoleglania takich algorytméw (m.in. z wykorzystaniem procesoréw graficz-
nych ogdlnego przeznaczenia i technologii CUDA). Ponadto zaleta wymienionych
algorytméw jest minimalna znajomo$¢ rozwiazywanego problemu, gdyz aby wy-
korzysta¢ algorytmy populacyjne, trzeba zdefiniowaé kodowanie kandydatéw na
rozwigzanie oraz funkcje celu optymalizacji.

Algorytm genetyczny

Algorytm genetyczny jest to rodzaj heurystyki przeszukujacej przestrzen alterna-
tywnych rozwiazan problemu w celu wyszukania rozwigzan najlepszych [GwiO7;
Gwi09; Rut12]. Metoda zostata zaproponowana przez Johna H. Hollanda w roku
1975 [Hol75]. Duzy wktad w jej rozwdj miat David E. Goldberg, ktéry w 1989
opublikowat ksiazke pt. ,, Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine
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Learning” [Gol89]. Sposéb dziatania algorytméw genetycznych przypomina zja-
wisko ewolucji biologicznej i jest zaliczany do grupy algorytméw ewolucyjnych.
Algorytmy ewolucyjne sa procedurami opartymi na zasadach dziatania doboru
naturalnego i dziedziczenia. Do tej grupy algorytméw mozemy oprécz algorytmu
genetycznego zaliczy¢é metody takie jak: strategie ewolucyjne, programowanie
ewolucyjne czy programowanie genetyczne. Algorytmy nalezace do tej grupy
wyrdzniaja si¢ od tradycyjnych metod optymalizacji nastgpujacymi cechami:

— parametry zadania sg przetwarzane w postaci zakodowanej,

— dziataja na populacji mozliwych rozwiazan,

— korzystaja z mozliwie matej iloSci informacji na temat zadania zapisanej w
postaci funkcji celu,

— stosuja probabilistyczne metody wyboru,

— stosuja probabilistyczne metody modyfikacji osobnikéw lub wymiany czast-
kowych informacji pomigdzy nimi.

Algorytmy genetyczne (tak jak wszystkie algorytmy ewolucyjne) korzystaja

z nazw pojec zapozyczonych z genetyki. Ponizej przedstawiamy zestaw podstawo-
wych takich pojec.

— Populacja to zbiér osobnikéw o okreslonej liczebnoSci.

— Osobnik to zakodowane rozwiazanie w postaci chromosomu(éw). Kazdy
z osobnikéw reprezentuje pewne (lepsze lub gorsze) rozwiazanie danego
problemu. Kazdy z osobnikéw moze posiada¢ kilka chromosoméw, jednak
bardzo czgsto w algorytmach genetycznych wybrany osobnik posiada jeden
chromosom. W literaturze oba pojecia: chromosom oraz osobnik bardzo
czgsto uzywane sg zamiennie.

— Chromosom to cigg genéw (lub dowolnie uporzadkowany zbiér genéw).

— Gen to podstawowa jednostka informacji w chromosomie. Stanowi on poje-
dynczy element genotypu.

— Genotyp to zesp6t chromosoméw danego osobnika. Stanowi on podstawe
do utworzenia fenotypu.

— Fenotyp to zestaw objawiajacych si¢ cech / wtasnosci wysokopoziomowych
danego osobnika zakodowanych niskopoziomowo popprzez dany genotyp.
Fenotyp podlega ocenie poprzez funkcje przystosowania.

— Allel to warto$¢ danego genu.

— Locus! to pozycja (indeks) wskazujaca potozenie danego genu w chromoso-
mie.

— Funkcja przystosowania (ang. fitness function) to funkcja stuzaca do oceny
iloSciowej mowiacej, jak dobrze dany osobnik jest przystosowany. Funkcja
przystosowania jest zdefiniowana przez problem, ktéry nalezy rozwiazac.

ILiczba mnoga to loci.
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Innymi stowy, genotyp opisuje (reprezentuje, koduje) proponowane rozwia-
zanie problemu, a funkcja przystosowania ocenia, na ile dobre jest to rozwia-
zanie. Funkcja przystosowania pozwala na wybranie najlepszych osobnikéw,
zgodnie z ewolucyjna zasada przetrwania ,,najsilniejszych”. W zagadnie-
niach optymalizacyjnych funkcja przystosowania jest z reguly funkcja celu.
Klasyczny algorytm genetyczny stosuje si¢ do zadania maksymalizacji. W
przypadku zadani minimalizacji funkcji celu bardzo czgsto przeksztalca sig je
do problemu maksymalizacji (np. poprzez dostawienie znaku minus).

— Generacja (pokolenie) to populacja osobnikéw w danej iteracji algorytmu.

Pseudokod zapisany jako Algorytm 11 przedstawia wysokopoziomowe kroki
klasycznego algorytmu genetycznego (szczegély tych krokéw oméwione zostang
pdéZniej). Poza jawnym argumentem 7 oznaczajacym liczbg iteracji, dla uproszcze-
nia zapisu podano tylko hastowo ,,pozostate nastawy”. Rzecz w tym, ze zwyczajowo
w aglorytmie moze to by¢ dluga lista nastaw zawierajaca m.in.: rozmiar populacji,
wskaznik na funkcj¢ przystosowania (jednoczesnie definijuaca sam problem), praw-
dopodobienistwo krzyzowania, prawdopodobiefistwo mutacji, nazwy metod (lub
wskazniki na odpowiednie funkcji) selekcji, krzyzowania, mutacji, flaga logiczna
elitaryzmu, dodatkowe warunki stopu.

Algorytm 11 Algorytm genetyczny

I: procedura ALGORYTMGENETYCZNY(T, pozostale nastawy) > T — liczba iteracji
2 wygenerowanie poczatkowej populacji osobnikéw
dlar=1,...,T wykonaj
4 ocena osobnikéw za pomoca funkcji przystosowania
5 selekcja
6 krzyzowanie
7: mutacja
8: Zwro¢ ,,najlepszego” osobnika > z ostatniego pokolenia lub z catej historii

Nalezy pamigtaé, ze algorytm genetyczny nie przetwarza pojedynczego rozwia-
zania, ale caly zbidér nazywany populacja. W wyniku dziatania algorytmu otrzymu-
jemy najlepsze wykryte rozwigzanie (czasami jest to zbidr rozwiazan). Oczywiscie
zwrdcone rozwiazanie nie musi by¢ tozsame z rozwigzaniem optymalnym matema-
tycznie, a bywa tylko jego przyblizeniem. O tym, jak czgsto algorytm genetyczny
bedzie w stanie wykry¢ optymalne rozwiazanie, decyduje wiele elementow: ta-
twos¢ / trudnos$¢ samego problemu, rozmiar populacji, stan populacji poczatkowej,
jakos¢ zaprojektowanej funkcji przystosowania, liczba iteracji algorytmu, wybrane
operacje genetyczne, inne nastawy iloSciowe (w tym probabilistyczne).
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7.1 Algorytm genetyczny

Generowanie populaciji poczgtkowej

Generowanie populacji poczatkowej polega na losowym lub deterministycznym wy-
borze zadanej liczby osobnikéw o okreSlonej dlugosci chromosomu(éw).
W klasycznej wersji algorytmu rozmiar populacji jest staly. Niezmienna jest roéw-
niez dtugos¢é chromosomoéw, ktéra jest SciSle zwiazana z problemem, a dokladniej
z potrzebna dlugoscia reprezentacji rozwiazania na rzecz tego problemu. Wspdt-
cze$nie stosowane sg takze inne warianty ksztattu populacji i dopuszczaja one
migdzy innymi: zmienng liczbg osobnikéw w populacji, podziat populacji na grupy.
Pojedynczy chromosom moze zawiera¢ informacje zakodowane:

— liczbami binarnymi, np.: (1,1,0,1,0,0,1),

— liczbami zmiennoprzecinkowymi, np.: (1.23,1.11,4.26,9,9.04),

— liczbami catkowitymi, np.: (2,3,1,4,5,14),

— symbolami z dowolnego alfabetu (w praktyce sprowadza si¢ do kodowania

liczbami catkowitymi).

W niniejszym skrypcie przyblizymy jedynie problemy oraz operatory genetyczne
uzywajace kodowania liczbami binarnymi i catkowitymi, przy zastrzezeniu, ze przy
kodowaniu liczbami catkowitymi wartoSci poszczeg6lnych genéw nie moga si¢
powtarza¢ w danym chromosomie (stanowia permutacje n liczb).

Sprawdzenie warunkéw zatrzymania

Podstawowym warunkiem zatrzymania si¢ klasycznego algorytmu genetycznego
jest osiagnigcie zadanej liczby krokéw (iteracji). Jednoczes$nie lub alternatywnie
mozna stosowac inne warunki stopu, takie jak:
— uptynigcie okreslonego czasu od momentu rozpoczgcia dziatania algorytmu,
— brak poprawy rozwiazania w czasie dzialania algorytmu przez dany okres
(liczbg iteracji),
— osiagnigcie zadawalajacej zadanej z géry wartosci przystosowania.
Ostatni warunek ma zastosowanie w zadaniach optymalizacji, gdy znana jest mak-
symalna (lub minimalna) warto$¢ funkcji przystosowania.

Ocena przystosowania osobnikéw w populaciji

Funkcja przystosowania ocenia, na ile dobrze dany osobnik jest przystosowany
z punktu widzenia rozwigzywanego problemu. Musi ona zostaé obliczona dla
kazdego kandydackiego rozwiazania czyli dla kazdego osobnika w populacji (i
dzieje si¢ to w kazdej iteracji algorytmu). Zwykle dobrze jest, gdy funkcja ta w
sposob doktadny odzwierciedla tre$¢ zadania optymalizacyjnego, ktére chcemy
rozwiazaé. W przypadkach gdy jest to z jakiego§ powodu utrudnione lub np. gdy
prébujemy optymalizowaé klika wielkoSci jednoczes$nie (czasami stojacych w
sprzecznos$ci), dopuszcza sig, aby projektant algorytmu genetycznego zaproponowat



Metody gradientowe vs metody bez gradientu

wtasng heurystyczna postaé funkcji przystosowania, co jest obarczone réznymi
ryzykami. Przyktadowe funkcje przystosowania na rzecz dyskretnego problemu
plecakowego oraz problemu komiwojazera zostanag oméwione w punktach 7.2.1 i
7.2.2.

Selekcja osobnikow

Etap selekcji ma za zadanie wybranie najlepiej przystosowanych osobnikéw
1 umieszczenie ich w nowym pokoleniu w wigkszej liczbie egzemplarzy w sto-
sunku do poprzedniego pokolenia. Oznacza to réwnoczesnie, Ze osobniki najstabsze
powinny znikna¢ z populacji (robiagc miejsce dla tych powielonych najlepszych).
Wyb6ér osobnikéw powinien zawsze odbywac si¢ zgodnie z zasada selekcji natural-
nej, czyli najwigksze szanse na sukcesj¢ — przejscie do nastgpnego pokolenia —
powinny mie¢ osobniki o najwigkszych wartosciach funkcji przystosowania.
Uwaza si¢ , ze dobra metoda selekcji powinna takze mie¢ wtasnos$¢ zachowywa-
nia mozliwie duzej r6znorodnoS$ci genetycznej w populacji. Ta wlasnos¢ pozwala
zapobiegac zbyt szybkiej zbieznosci algorytmu do pewnego optimum lokalnego (co
moze zdarzy¢ si¢ poprzez zbiezno$¢ populacji do chwilowo najlepszego osobnika).

Selekcja kota ruletki
Selekcja kota ruletki polega na budowaniu wirtualnego kota do przeprowadzania
losowan, ktérego wycinki odpowiadaja poszczegdlnym osobnikom. W tej metodzie
rozmiary tych wycinkéw sa wprost propocjonalne do wartosci funkcji oceny. Tym
samym, im lepszy osobnik, tym wigkszy wycinek kota zajmuje i ma wigksze praw-
dopodobienstwo na bycie wylosowanym. Przy populacji ztozonej z m osobnikéw,
prawdopodobienstwo dla osobnika x; (czyli zaje¢tos¢ kota przez jego fragment)
definiujemy zgodnie ze wzorem:
f(xi)

P(x;) ) . (7.1)
Dla przyktadu, majac 5 chromosoméw o nastgpujacych warto$ciach funkcji przy-
stosowania:

fx1) =2, flx)=4, f(x3)=3, flx4)=6, [flxs5)=9,

otrzymujemy nastgpujace prawdopodobiefistwo wylosowania poszczegélnych osob-
nikéw:

P(x4) = g

3
P = —
(x3) 24

4
Plxy) = —
(x2) 24

2
P = —
(x1) 24

24" P(xs)

Koto ruletki zbudowane dla powyzszego przyktadu zostato pokazane na Rys. 7.1.
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Rys. 7.1: Koto ruletki — przyktadowy podziat (zroédto: opracowanie wtasne).

Przeprowadzenie catego etapu selekcji polega zatem na wykonaniu m loso-
wan i kazdorazowym przenoszeniu do nowego pokolenia egzemplarza osobnika,
w ktérego fragment trafit wynik pojedynczego losowania. W implementacjach
zwyczajowo losowania odbywayja si¢ nad przedziatem (0, 1) zgodnie z dziataniem
typowych funkcji randomizujacych, co mozna réwnowaznie rozumie¢ jako ,,roz-
prostowany”” obwdd wspomnianego wirtualnego kota ruletki. Punkty graniczne
wyznaczajace podprzedzialy kolejnych osobnikéw w ramach przedziatu (0,1)
sg okreslone przez ciag sum: 0, P(x;), P(x;) + P(x2), P(x1) + P(x2) + P(x3), ...,
P(x;)+---+P(xy) = 1.

Selekcja rankingowa

Selekcje rankingowa (zwana takze rangowa) mozna rozumie¢ jako odmiang selekcji
ruletkowej, w ktorej prawdopodobieristwa sukcesji nie sa wprost proporcjonalne do
wartoSci funkcji przystosowania, za$ do pozycji w rankingu przystosowan — czyli
pozycji w ciggu przystosowan posortowanych od najmniejszego do najwigkszego.
Rangi zwykle ustala si¢ jako kolejne liczby naturalne, czyli {1,2,...,m}, gdzie m
reprezentuje range najlepszego osobnika (o najwigkszej wartosci funkcji przystoso-
wania). Tym samym kazdemu osobnikowi przydzielane jest prawdopodobiefistwo
wylosowania zgodne ze wzorem:

rk(f(s) _ 2rank(f(x)
Y rank(f(x;)) m(m+1)

P(x:) (7.2)
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W drugiej postaci wykorzystano fakt, ze suma rang w mianowniku jest suma ciagu
arytmetycznego 142+ --- 4+ m wynoszaca m(m—+ 1) /2.

Selekcja turniejowa (turniej o rozmiarze k)

Selekcja turniejowa réwniez zawiera elementy losowe, ale nie przeprowadza loso-
wan na kole ruletki, za$ stara si¢ luzZno nasladowaé¢ mechanizmy znane ze sporto-
wych rozgrywek turniejowych. Dla turnieju o zadanym rozmiarze k, polega ona na
wylosowaniu bez powtdrzer grupy k-elementowej z populacji, a nastgpnie wyborze
zwycigzey turnieju czyli osobnika o najwigkszym przystosowaniu. Taka operacje —
zaaranzowanie pojedynczego turnieju — powtarzamy m razy (zgodnie z zadanym
rozmiarem populacji).

Zwykle przeprowadza si¢ male turnieje, najczesciej wybierajac k = 2. Warto
uzmystowi¢ sobie, ze przeciwna skrajno$¢ k = m skutkuje (w zwiazku z loso-
waniami bez powtdrzefi) wypelnieniem populacji wynikowej m egzemplarzami
najlepszego aktualnie osobnika. A taka sytuacja skutecznie niszczy réznorodnosé
populacji i prowadzi do przedwczesnej zbieznoSci algorytmu.

Ciekawym pobocznym zagadnieniem matematycznym w selekcji turniejowej
jest ryzyko utraty najlepszego osobnika obecnego w populacji. Taka sytuacja moze
mie¢ miejsce, gdy najlepszy osobnik ze wzgledu na losowania uczestnikdw turnie-
jow nie dostat si¢ do zadnego z nich. Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze losowania te sg
niezalezne od warto$ci funkcji przystosowania. Pradopodobienistwo (ryzko) takiej
sytuacji dla k = 2 wynosi:

—2\™ 2\" 1
(’“) _ (1 4 > ~ — ~0.1353. (7.3)
m m e

Przy przejsciu do liczby 1/¢* zaktadamy odpowiednio duzy rozmiar populacji.
Mozna sprawdzi¢, ze juz dla m = 100 otrzymujemy ~ 0.1326. A zatem jest to
ryzyko stosunkowo duze. Aby uchroni¢ si¢ przed taka sytuacja, w algorytmach
genetycznych z selekcja turniejowa (ale nie tylko taka) stosuje si¢ czasem prosty
zabieg zastapienia osobnika najstabszego po selekcji osobnikiem najlepszym sprzed
selekcji (jest to wariant ogdlniejszego podejscia zwanego elitaryzmem).

Operatory genetyczne (krzyzowanie i mutacija)

Operatory genetyczne maja na celu rekombinacj¢ genéw w chromosomach. Dwa
najczestsze operatory genetyczne to krzyzowanie i mutacja. Kazdy z operatoréw
genetycznych wykonywany jest z pewnym prawdopodobieristwem, ktore definiu-
jemy na poczatku programu, i ktére zazwyczaj? jest state w trakcie jego trwania.
Typowe zakresy prawdopodobienistw dla operatoréw genetycznych sa nastgpujace:

2[Istnieja warianty algorytméw genetycznych oparte tylko na mutacji, w ktérych rozpoczynamy
od duzych prawdopodobieristw i stopniowo wygaszamy je do bliskich zeru w trakcie pracy algo-
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— 0.5-1.0 dla krzyzowania,
— 0.0-0.1 dla mutacji (zwykle prawdopodobieristwo okres§lone na poziomie
pojedynczego genu).
W klasycznym algorytmie genetycznym kolejnos¢ zastosowania obu operatoréw
nie ma znaczenia — mutacji mozna dokona¢ na pokoleniu rodzicéw przed krzyzo-
waniem lub na pokoleniu potomkéw po krzyzowaniu.

Operator krzyzowania

Krzyzowanie (ang. crossing-over lub crossover), podobnie jak w naturze, jest ope-
racja majaca na celu wymiang materiatu genetycznego pomigdzy osobnikami. W
procesie krzyzowania kojarzymy calg populacj¢ w losowe pary rodzicielskie. Na-
stepnie dla kazdej z par dokonujemy krzyzowania z zadeklarowanym wcze$niej
prawdopodobiefistwem, generujac tym samym z pary rodzicOw parg potomkow.
W przypadku gdy nie jest stosowany operator krzyzowania, wartoSci genéw rodzi-
cOw sa bezposrednio kopiowane do potomkow. Ponizej omawiamy kilka popular-
nych operatoréw krzyzowania.

Krzyzowanie jednopunktowe (ang. 1-point crossover) (1-PX)

Krzyzowanie to polega na wylosowaniu jednego punktu krzyzowania wewnatrz
chromosoméw, a nastgpnie wymianie materialu genetycznego, ktéra dokonuje sig¢
zgodnie z ponizszym schematem (punkt krzyzowania oznaczono pionowa kreska):

rodzice: potomkowie:
x1 = (00110/011) Kazygowanie, (00110]101)
xp = (01101]101) (01101011).

Krzyzowanie wielopunktowe (ang. multi-point crossover) (k-PX)
Krzyzowanie wielopunktowe jest wykonywane analogicznie do krzyzowania jedno-
punktowego, z ta réznica ze losowanych jest wigcej punktéw krzyzowania. Ponizej
znajduje si¢ przyklad krzyzowania dwupunktowego (2-PX):

rodzice: potomkowie:

krzyzowanie

x1 = (001]10/011) (011/10]101)
xo = (011]01]101) (001/01]011).

rytmu. W optymalizacji probleméw ze zmiennymi ciagtymi, istnieja takze warianty, w ktérych
prawdopodobiefistwo mutacji zawsze wynosi 1, natomiast wygaszaniu ulega tzw. promiefi mutacji.
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W przypadku rozwiazan kodowanych liczbami catkowitymi, w ktérych wartosci
poszczegdlnych gendw nie moga si¢ powtarza¢ w danym chromosomie (np. stano-
wig permutacj¢ n liczb), nie mozna zastosowac powyzszych operatoréw. Doprowa-
dzitby to do sytuacji, w ktérej w danym chromosomie dwa r6zne geny miatyby tg
sama warto$¢. Kodowanie tego typu ma miejsce np. w problemie komiwojazera,
gdzie warto$¢ kazdego genu stanowi numer miasta. Przy powyzszym typie chromo-
somu nalezy stosowac operatory takie jak krzyzowanie: z zachowaniem porzadku,
z czgSciowym odwzorowaniem, cykliczne.

Krzyzowanie z czesciowym odwzorowaniem (ang. partially-mapped cros-
sover) (PMX)

Krzyzowanie z czgSciowym odwzorowaniem jest troch¢ bardziej skomplikowane.
Proces rozpoczyna si¢ od wylosowania dwéch punktéw krzyzowania i przekopio-
wania czesci genéw [GLS85]:

X1 = (58’213‘764) krzyzowanie ( . |213| o )

x, = (78]462|531)
W analogicznym segmencie w x; znajduja si¢ elementy, ktdre nie zostaty skopio-
wane. Nalezy je umieSci¢ w potomku. Dla wylosowanych (tak jak powyzej) dwéch
punktéw krzyzowania mamy nastgpujace odwzorowania: 4 — 2, 6 — 1, 2 — 3.
Dla przyktadu 6 — 1 oznacza, ze nalezy skopiowaé wartoS¢ 6 w miejsce genu
o wartosci 1:

= (58]213|764 rzyzowani
X1 ( ’ ‘ ) krzyzowanie (——|213’—-6).
x, = (78|462|531) 61

Podobnej operacji nie mozemy wykonaé dla 4 — 2, poniewaz 2 zostato juz sko-
piowane. Dlatego dalej sprawdzamy, ktéry gen zostat skopiowany na miejsce 4.
Dokonujemy nastgpujacego przejscia 4 — 2 — 3, czyli kopiujemy 4 w miejsce
wartosci 3:

*1 = (58[213(764) Krzyzowanie (--[213] - 46).
v = (78]462|531) 423

Pozostate geny kopiujemy z x;:

X1 = (58’213 ‘ 764) krzyzowanie

78|213546).
xy = (78]462|531) (78[213546)
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Drugiego potomka generujemy zgodnie z powyzszym opisem, zamieniajac xj i xp
miejscami:

rodzice: potomkowie:

krzyzowanie

x1 = (58]213|764) (78|213|546)
xp = (78]462|531) (58|462|713).

Krzyzowanie z zachowaniem porzadku (ang. order crossover) (OX)
Podobnie jak w przypadku krzyzowania PMX, w krzyzowaniu OX losowane sa
dwa punktu w chromosomach rodzicow [Dav85]. Do potomkéw przepisywane sa
fragmenty pomigdzy wylosowanymi punktami. Puste fragmenty uzupetniane sa
poczawszy od drugiego punktu krzyzowania elementami z drugiego rodzica, ktére
jeszcze nie sa obecne w potomku.

Rozpisujac przyklad bardziej szczegdtowo, na poczatku mamy kopiowanie
Srodkowych fragmentow:

x1 = (58[213[764) Legggom i (--|213]---)

x; = (78]462|531) (--1462]---).

Nastepnie geny z chromosomu x, uktadamy rozpoczynajac od drugiego wylo-
sowanego punktu (53178462), a nastgpnie wykreslamy z niego elementy, ktére
juz znajduja si¢ w pierwszym potomku (213), i otrzymujemy (57846). Podobnie
postepujemy z genami z chromosomu x; (76458213), z ktérych pomijamy geny
znajdujace si¢ w drugim potomku (462) co daje nam (75813). Tak wygenerowane
ciagi genéw wpisujemy do odpowiednich potomkéw rozpoczynajac od drugiego
punktu krzyzowania, w efekcie uzyskujac:

rodzice: potomkowie:

krzyzowanie

x1 = (58]213|764) (46|213|578)
xy = (78]462531) (13|462|758).

Krzyzowanie cykliczne (ang. cycle crossover) (CX)

Ten rodzaj krzyzowania kreuje potomkéw w ten sposéb, ze kazdy gen wraz z jego
miejscem pochodzi od jednego z rodzicéw [OSH87]. Na poczatek losujemy gen i
rodzica, od ktérego zaczynamy krzyzowanie. Powiedzmy, ze zaczniemy od wartosci
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5 w pierwszym rodzicu x;:

X1 = (58213764) krzyzowanie
—_—
xp = (78462315)
5 lezy na tym samym miejscu co 7, wigc do chromosomu dopisujemy 7 w tym
miejscu, w ktérym bylo ono zapisane w pierwszym chromosomie:
X1 = (58213764) krzyzowanie (5 N )
xp = (78462315)

7 lezy na tym samym miejscu co 3, dlatego do potomka dodajemy 3 w miejscu z

pierwszego chromosomu:
X1 = (58213764) krzyzowanie (5 37 )
x, = (78462315)

3 lezy na tym samym miejscu co 2, zatem do chromosomu dodajemy 2. Catos¢
kontynuujemy az do momentu zamknigcia si¢ cyklu, czyli do natrafienia na gen,
ktéry juz dodaliSmy do chromosomu (w ponizszym przypadku to 5):

X1 = (58213764) krzyzowanie (5 22.37- 4)
x2 = (78462315)
Reszte genéw uzupetniamy genami z chromosomu x;:
= (58213764 Dowani
X1 ( ) krzyzowanie (58263714)

x, = (78462315)

Dla drugiego potomka uzupelnianie zaczynamy od 7. A wolne miejsca pozostate
po zakonczeniu cyklu uzupetniamy z chromosomu x;:

Pokolenie rodzicow: Pokolenie potomkéw:

krzyzowanie

x1 = (58213764) (58263714)
xy = (78462315) (78412365).

Operator mutaciji

Mutacja ma za zadanie wprowadzi¢ r6znorodno$¢ genetyczna populacji. Dla chro-
mosoméw kodujacych informacje binarnie mutacja polega na zamianie wartosci
bitu na przeciwny, na przyktad:

mutacja

(00110010101) (00110011101).
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Prawdopodobiefistwo dokonania mutacji mozna zastosowaé w dwdéch wariantach.
W pierwszym wariancie prawdopodobienistwo mutacji jest losowane dla catego
chromosomu. W sytuacji gdy mutacja ma mie¢ miejsce, losuje si¢ miejsce muta-
¢ji. W drugim wariancie prawdopodobienstwo mutacji jest losowane osobno dla
kazdego genu w kazdym chromosomie.

Podobnie jak w przypadku krzyzowania, tak samo w przypadku mutacji dla
probleméw kodowanych liczbami catkowitymi nie mozna zastosowaé powyzszego
operatora. Alternatywnym podej$ciem jest zastosowanie mutacji poprzez inwersje.
Inwersja polega na wylosowaniu podzakresu w chromosomie 1 wstawieniu gendéw
w tym podzakresie w kolejnosci przeciwne;j:

mutacja

(123456789) (126543789)

Alternatywnie mozna wybraé dany zakres gendw w chromosomie (lub wybraé
nawet pojedyncze geny) i dokonaé losowej permutacji znajdujacych si¢ w nich
wartoSci:

mutacja

(123456789) (125364789)

Utworzenie nowej populaciji

Osobniki otrzymane w wyniku dziatania operatoréw genetycznych stanowia nowa
populacje. W nastgpnej iteracji nowa populacja staje si¢ populacja biezaca
i to wladnie na niej bgdzie pracowat algorytm genetyczny opisany w poprzed-
nich akapitach. W klasycznym algorytmie genetycznym nowa populacja zawsze
jest tak samo liczna jak poprzednia.

Wyprowadzenie ,,najlepszego” chromosomu

Po zatrzymaniu algorytmu nalezy zwréci¢ wynik jego dzialania. Wynikiem jest
najlepiej przystosowany chromosom, czyli taki, w ktérym wartosci funkcji przy-
stosowania jest najwigksza. Istnieja tutaj dwa podejscia wyboru najlepszego chro-
mosomu: najlepszy z ostatniego pokolenia oraz najlepszy w calej historii. Te dwa
pojecia nie muszg by¢ sobie réwnowazne, poniewaz najlepsze rozwigzanie w calej
historii, moze zosta¢ utracone w wyniku dziatania algorytmu (w wyniku selekcji
lub ktérego$ z operatoréw genetycznych). Wspomniany wczesniej ,.elitaryzmu’
jest typowym zabiegiem przeciwdzialajacym takiej sytuacji — w kazdej iteracji
zastepuje si¢ najstabszego osobnika poprzez dotychczasnajlepszego, aby go nie
utracic.

B
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7.2

7.2.1

Przyktadowe problemy

Dla lepszego zrozumienia tematu ponizej zostang przyblizone dwa klasyczne przy-
ktady, w ktérych postawione problemy rozwiazywane sg przy pomocy algorytmu
genetycznego: dyskretny problem plecakowy i problem komiwojazera.

Dyskretny problem plecakowy

Dyskretny problem plecakowy (ang. DKP — Discrete Knapsack Problem) czgsto
przedstawia si¢ jako problem zlodzieja rabujacego sklep. Ztodziej natrafia na n
przedmiotéw (towaréw); i-ty przedmiot jest wart v; oraz posiada okreslona obje-
tos¢€ ¢;. Ztodziej dazy do zabrania ze sobg jak najbardziej wartoSciowszego tupu,
przy czym nie moze przekroczy¢ objetosci swojego plecaka wynoszacej C. Przed-
miotéw nie mozna dzieli¢, np. nie mozna wzia¢ kawatka telewizora. Mozliwos¢
dzielenia ma miejsce w ciggfym problemie plecakowym (inny wariant problemu)
i przektada si¢ na intuicyjnie latwe rozwiazanie zachtanne, w ktérym przedmioty
sg wybierane zgodnie z malejaca kolejnoscia proporcji v;/c;, a ostatni nie miesz-
czacy si¢ w calosci przedmiot jest kawalkowany tak, aby dopetni¢ plecak. Mozna
udowodnié, ze takie podejsScie zachtanne prowadzi do rozwiazania optymalnego,
ale tylko w problemie ciagtym. Nie dziala ono w ogdlnosci dla dyskretnego wa-
riantu problemu, tzn. nie musi prowadzi¢ do rozwigzania optymalnego. Wskazanie
dowolnego kontrprzyktadu pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.
Formalna definicja dyskretnego problemu plecakowego jest nastgpujaca. Do
dyspozycji mamy n przedmiotéw, a kazdy z nich jest opisany jako para (v;,c¢;):

A={(vi,¢;)}iz1.n- (7.4)

Zadaniem jest znalezienie takiego podzbioru B, w ktérym suma warto$ci przed-
miotéw jest maksymalna, a suma objgtosci nie przekracza objetosci plecaka, czyli:

BCA, Y vi— max, Y a<c (7.5)
(Vi,C,')GB (v,-,c,-)eB

Na potrzeby niniejszego zadania uzyjemy chromosoméw binarnych, w ktérych
kazdy z genéw moze przyjmowac tylko jedna wartos$¢ O lub 1.

Kazdy osobnik bedzie reprezentowat jedno mozliwe rozwiazanie, tj. pewien
podzbidr przedmiotéw, ktore maja zosta¢ wtozone do plecaka. Zatem diugosé
chromosomu bedzie réwna liczbie wszystkich przedmiotéw n. Pojedynczy gen
bedzie definiowal, czy dany przedmiot znajduje si¢ w plecaku (warto$¢ genu 1)
czy tez danego przedmiotu w tym plecaku nie ma (warto$¢ genu 0). Przyktadowy
chromosom, dla zadania w ktérym wystepuje 15 przedmiotéw, prezentuje diagram
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10 11 12 13 14 15

nr przedmiotu 1 2 9
I [0]ofO[O[O[1T]O]

3
chromosom [ 1 | 0

4 5
[0]0]0

[0]

ponizej. Chromosom ten koduje informacjg, o tym ze w plecaku znajduja si¢
przedmioty: 1,2,6,8,14.

Funkcja przystosowania dla dyskretnego problemu plecakowego moze by¢
zdefiniowana w sposéb w petni zgodny z trescia zadania. Tzn. funkcja ta moze
rozrézni¢ dwa przypadki i: zwréci¢ sume warto$ci wybranych przedmiotéw, jezeli
suma ich objetosci nie przekracza C (objgtosci plecaka); w przeciwnym razie
zwréci¢ 0. Matematycznie mozna zapisac ja jako:

Vi Ci Vi, Vi Ci Ci < C;
£(B) = Y(vie)eBVis  L(vici)eB (7.6)
07 Z(vi,ci)EB ¢ > C7

gdzie dla czytelnosci i zgodnosci z definicja (7.5) argument B oznacza pewnego
pojedynczego osobnika w naszej populacji.

Co jesli wszystkie osobniki osiaggna wartos$¢ przystosowania 0? Moze si¢ tak
zdarzy¢ dla odpowiednio matej statej C, gdy kazdy osobnik ja przekroczy (chocby
nieznacznie). Nie jest to sytuacja przyjemna szczegodlnie z punktu widzenia imple-
mentacji. Potencjalnych sposobéw wybrnigcia z niej jest kilka: wygaszenie losowo
wybranych jedynek z duzej czgsci populacji, wykonanie selekcji ruletkowej zgodnie
z rozktadem jednostajnym tzn. z prawdopodobieristwami 1 /m dla kazdego osobnika
(selekcje rankingowa i turniejowa zwykle moga by¢ wykonane bez zmian), wykona-
nie dodatkowej funkcji przystosowania przypisujacej wigksze wartosci osobnikom
stabiej naruszajacym ograniczenie C (specjalna funkcja przeznaczona tylka dla tego
przypadku).

Rozwigzanie doktadne
Dyskretny problem plecakowy moze zosta¢ rozwiazany w sposéb doktadny za
pomoca programowania dynamicznego. Potrzebujemy zdefiniowaé odpowiednia
wielkos¢ indukcyjna (wraz z krokiem indukcyjnym), a nastgpnie napetni¢ pewna
tablicg rozwigzaniami postepujac od problemdéw ,,matych” do ,,duzych”.
Zdefiniujmy wielkoS¢ V; ; oznaczajaca: wartos¢ najlepszego upakowania ple-
caka o objetosci j, za pomoca przedmiotéw o numerach ze zbioru {1,...,i} (lub
zbioru pustego dla i = 0). Po chwili zastanowienia si¢, mozna zorientowac sig¢, ze
wielko$¢ ta powinna by¢ okre§lona nastgpujaco:

VO] = 07
Vio =0,

o L , (7.7)
Vij=Vi-1,j jezeli ¢; > j,

Vij=max(Vi—i j, Vic1,j—¢, +vi), jezeli ¢; <.
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Ostatnia linia reprezentuje zasadniczy krok indukcyjny.

Przektadajac powyzszy wzér na pseudokod otrzymujemy Algorytm 12. Podany
algorytm oddaje na wyjsciu tylko wartos$¢ najlepszego upakowania, ale nie okreSla,
ktére przedmioty nalezy wybraé, aby osiagnac t¢ warto$¢. W celu wskazania tego
interesujacego nas podzbioru przedmiotéw nalezaloby wprowadzi¢ pomocnicza
tablice tzw. wskazan wstecznych (ang. back-pointers) i na konicu ja przesledzic.
Sledzenie wskazan wstecznych jest typowym etapem koficowym si¢ w wielu podej-
Sciach opartych na programowaniu dynamicznym.

Algorytm 12 Algorytm rozwiazywania dyskretnego problemu plecakowego

i: procedura ALGORYTMDYSKRETNYPROBLEMPLECAKOWY
dlai=0,...,n wykonaj

Vio:=0
4 dla j=1,...,C wykonaj
5 Vo,j =0
6 dla j=1,...,C wykonaj
7 dlai=1,...,n wykonaj > bierzemy pod uwage i pierwszych przedmiotéw
8: jezelic; > jto > sprawdzenie czy przedmiot miesci si¢
9 Viji=Vi1j > w plecaku o rozmiarze j

10 W przeciwnym razie
1 Vijr=max(Vioyj, Vioyje +vi)

12 zwr6é¢ V, ¢

Z1ozonos¢ obliczeniowa zaprezentowanego algorytmu wynosi ®(n C). Zto-
zono$¢ ta pozornie wydaje si¢ liniowa, poniewaz n ,,wyglada” jak zmienna, a C
»wyglada” jak stala. Tak naprawde obie te wielkoSci sa parametrami problemu i
fatwo jest pomysle¢ o ciagu probleméw wejsciowych o rosnacych rozmiarach,
gdzie C bedzie skalowalo si¢ wraz z 2". Spowoduje to, ze znalezienie rozwigzania
bedzie wymagato czasu wyktadniczego. I faktycznie, ogdlny dyskretny problem
plecakowy jest zaliczany do klasy probleméw NP-trudnych.

Na rys. 7.2 przedstawiono wykresy funkcji przystosowania (Srednie i najlep-
sze) pochodzace z przyktadowych wykonan dwdéch algorytméw genetycznych na
rzecz problemu plecakowego o rozmiarze n = 100. W obu przypadkach zadano:
rozmiar populacji m = 1000, liczbg iteracji T = 100 oraz krzyzowanie dwupunt-
kwe, przy czym wykresy po lewej stronie dotycza algorytmu stosujacego selekcje
ruletkowa, zas$ te po prawej algorytmu stosujacego selekcje rankingowa. Pierwszy
algorytm zdotatl znaleZ¢ rozwiazanie stanowiace 92.46% rozwiazania dokladnego
(ze wzgledu na sume¢ wartosci wybranych przedmiotéw). Drugi algorytm znalazt
rozwigzanie stanowiace 99.96% rozwigzania dokltadnego.
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7.2 Przyktadowe problemy

AG z selekcja ruletkowa AG z selekcja rankingowa
92.46% rozwiazania doktadnego 99.96% rozwiazania doktadnego

40000
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35000
35000

30000
30000

FITNESS
FITNESS

25000
25000 1

20000 20000 4

—— MEAN FITNESS —— MEAN FITNESS

15000 BEST FITNESS 15000 4 —— BEST FITNESS

Rys. 7.2: Wykresy sredniego i najlepszego przystosowania w kolejnych pokoleniach
dla przyktadowych wykonan algorytméw genetycznych dla problemu plecako-
wego o rozmiarze n = 100. Nastawy wspdine: T = 100, krzyzowanie dwupunktowe
wykonywane z prawdopodobiefstwem 0.9, prawdopodobiefstwo mutacji na pozio-
mie genu réwne 103 (Zrédto: opracowanie wtasne).

Problem komiwojazera

Drugim klasycznym problemem, na przyktadzie ktérego bardzo czesto ttumaczy
si¢ dziatanie algorytmu genetycznego, jest problem komiwojazera (ang. TSP —
Travelling Salesman Problem). W problemie tym komiwojazer czyli obwoZnu
sprzedawca ma za zadanie wyruszy¢ z miasta domowego, odwiedzi¢ n miast (kazde
jednokrotnie) i powrdci¢ do miasta domowego, i cheialby przy tym pokonaé jak
najkroétsza droge. Podobnie jak DKP, TSP rowniez jest problemem NP-trudny.

W implementacji rozwigzania tego problemu nalezy postuzy¢ si¢ chromoso-
mami kodowanymi liczbami catkowitymi, w ktérych wartosci poszczegdlnych
gendéw nie mogg si¢ powtarzaé w danym chromosomie. Kazdy chromosom begdzie
w istocie permutacjq liczb od 1 do n reprezentujaca pewna $ciezke komiwojazera,
gdzie warto$¢ kazdego genu bedzie stanowi¢ numer miasta. W rozwazaniach poni-
zej zatozymy, ze miasto domowe komiwojazera — miasto, z ktérego wyrusza, i w
ktérym koniczy podréz — ma numer O i nie jest jawnie zapisane w chromosomie,
ale zaktadamy jego obecnos$¢ na kraficach jak w ponizszym przyktadzie dla n = 14.

0O[5[2[11[8[4[3[10]14][6][7][13][9[12][1]0

A zatem kazdy chromosom definiuje kolejnos$é, w jakiej komiwojazer od-
wiedzatby miasta. Niech d;; reprezentuje odlegtos¢ (lub ogdlniej koszt podrozy)
pomigdzy miastami i oraz j. Zwyczajowo zestaw takich odlegtosci jest podany na
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7.3

wejScie problemu, np. jako wagi krawedzi grafu opisujacego TSP. Na potrzeby
algorytmu genetycznego wartos$¢ funkcji przystosowania pewnego osobnika x (dla
prostoty pomijamy numer osobnika w ramach populacji) mozemy okresli¢ jako
sumg odlegtosci poszczegdlnych potaczeni i zapisaé jako:

n—1
fx)=dox, + Y du ., +d,0- (7.8)
k=1

Jednakze problem postawiony w ten sposéb przybiera postaé zadania minimalizacji,
a w klasycznym algorytmie genetycznym zwyczajowo oczekuje si¢ (ze wzgledu na
sposéb dziatania etapu selekcji), ze postawione zostanie mu zadanie maksymaliza-
cji. Istnieje kilka sposéb przeksztatcenia funkcji (7.8) na posta¢ odpowiednia dla
zadania maksymalizacji. Jezeli liczby d;; reprezentujace koszty sa nieujemne, to
wystarczajacym zabiegiem bedzie ozdobienie minusem calej sumy ze wzoru (7.8),
t.:

n—1
f(x) = - <d0,x1 + Z dxk,xH. +dx,,,0> . (79)
k=1

Innym sposobem jest unormowanie wszystkich przystosowan obecnych w popu-
lacji do przedziatu [0, 1], w taki sposdb, aby koszt najmniejszy odwzorowat si¢ w
warto$¢ przystosowania 1, a najwigkszy w wartos¢ przystosowania 0. Przy czym
zabieg unormowania nalezy powtarza¢ w kazdej iteracji algorytmu ze wzglgdu
na zmieniajaca si¢ zawarto$¢ populacji i tym samym koszty drég, ktére pokonuja
osobniki w niej zawarte. Otrzymany wowczas wzor mozna zapisa¢ w postaci

f(x) _ dO,xl + ZZ;% ka,Xk+l + dx,,,O - fmax ’
f min — f max
gdzie fimin, fmax to odpowiednio najmniejsza i najwigksza warto§¢ w ramach aktu-
alnej populacji wyznaczona tymczasowo wg prawej strony wzoru (7.8).
W przypadku problemu komiwojazera nalezy stosowac¢ odpowiednie operatory
genetyczne, takie jak np. krzyzowania z czgSciowym odwzorowaniem i mutacje
przez inwersjg.

(7.10)

Cwiczenia laboratoryjne (MATLAB)

Cwiczenie 7.1 Napisz skrypt rozwiazujacy dyskretny problem plecakowy za pomoca
algorytmu genetycznego. Polecenia do wykonania:

— Napisz ogdlny skrypt realizujacy kroki algorytmu genetycznego. Parametrami dla
skryptu powinny by¢ m.in. rozmiar populacji, liczba iteracji, wskaznik na funkcje
przystosowania, wskaznik na funkcje selekcji, wskaznik na funkcj¢ krzyzowania,
wskaznik na funkcje mutacji.
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— Napisz skrypt losujacy problem plecakowy dla zadanej liczby przedmiotow — .
— Napisz funkcj¢ obliczajaca wartosSci funkcji przystosowania dla podanego w parame-
trze chromosomu reprezentujacego problem plecakowy.
— Napisz funkcje realizujace: selekcje ruletkowa, krzyzowanie jednopunktowe, mutacje
(wszystkie te funkcje powinny przyjmowaé na wejscie cata populacje).
— Dla wylosowanego problemu plecakowego przeprowadZ dziatanie algorytmu gene-
tycznego. W kazdej iteracji odnotuj, a nastgpnie przedstaw na wykresie:
1. $rednie przystosowanie populacji,
2. przystosowanie najlepszego osobnika w danym pokoleniu,
3. przystosowanie najlepszego osobnika wykrytego w dotychczasowej historii.

Cwiczenie 7.2 Napisz funkcje realizujace selekcje rankingowa i turniejowa oraz
krzyzowanie dwupunktowe (wykorzystaj program z Cwiczenia 7.1). Polecenia do
wykonania:

— Napisz dwie funkcje selekcyjne realizujace: selekcje rankingowa i turniejowa.

— Poréwnaj dziatanie selekcji kota ruletki, rankingowej i turniejowe;j.

— Napisz funkcje¢ do krzyzowania dwupunktowego.

— Dla wylosowanego problemu plecakowego przeprowadzZ dziatanie algorytmu gene-
tycznego. PrzeprowadZ eksperymenty numeryczne poréwnujace dziatanie poszcze-
gblnych metod selekcji (kota ruletki, turniejowej, rankingowej) oraz poszczegdlnych
metod krzyzowania (1-PX, 2-PX). W kazdej iteracji odnotuj, a nastgpnie przedstaw
na wykresie:

1. $rednie przystosowanie populacji,
2. przystosowanie najlepszego osobnika w danym pokoleniu,
3. przystosowanie najlepszego osobnika wykrytego w dotychczasowej historii.

Cwiczenie 7.3 Porownaj rozwiazanie dyskretnego problemu plecakowego przez
algorytm genetyczny z rozwiazaniem dokladnym. Napisz skrypt rozwigzujacy problem
plecakowy w sposéb doktadny. Bazujac na programie napisanym do Cwiczenia 7.1 dla
wylosowanego problemu plecakowego (lub kilku) sprawdz, czy algorytm genetyczny
zwraca ten sam wynik, co rozwigzanie doktadne.

Cwiczenie 7.4 Napisz skrypt rozwiazujacy problem komiwojazera za pomoca al-
gorytmu genetycznego (wykorzystaj program z Cwiczenia 7.1 oraz 7.2). Polecenia do
wykonania:

— Napisz skrypt do losowania problemu komiwojazera dla zadanej liczby miast — n.

— Napisz funkcj¢ obliczajaca wartos$¢ funkcji przystosowania dla podanego w parame-
trze chromosomu reprezentujacego problem komiwojazera.

— Zaimplementuj operatory krzyzowania PMX, OX, CX oraz odpowiednia mutacje¢ dla
rozwigzywanego problemu.
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— Dla wylosowanego zestawu miast przeprowadZ dziatanie algorytmu genetycznego.
Przeprowadz eksperymenty numeryczne poréwnujace dziatanie poszczegélnych me-
tod krzyzowania (PMX, OX, CX). W kazdej iteracji odnotuj, a nastgpnie przedstaw
na wykresie:

1. Srednie przystosowanie populacji,
2. przystosowanie najlepszego osobnika w danym pokoleniu,
3. przystosowanie najlepszego osobnika wykrytego w dotychczasowe;j historii.
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8. Systemy zwiedzg—wprowadzenie

W sztucznej inteligencji od momentu powotania tej dziedziny, czyli latach 50-tych
poprzedniego wieku, systemy oparte na wiedzy (ang. KBS — Knowledge Based
Systems) pozwalaja komputerom / programom nasladowaé ludzka inteligencje a w
szczegblnosci sposdb rozumowania. Efektywne przetwarzanie i wykorzystywanie
wiedzy pozwala systemom na podejmowanie decyzji, rozwiazywanie ztozonych za-
dan, takich jak wnioskowanie, uczenie si¢, planowanie i ,,rozumienie” Srodowiska,
z ktorym wspotdziataja. Gtéwnym trzonem systemow z wiedza jest jej sformalizo-
wana postaé. Wiedza najczgsciej pochodzi od specjalistéw, dla ktérych rozwiazy-
wany problem lezy w zakresie ich ekspertyzy. Wtasnie ta cecha, czyli pozyskiwanie
wiedzy od cztowieka, odréznienia systemy z wiedza od modeli, ktére powstaja przy
wykorzystaniu metod maszynowego uczenia sig, takich jak omawiane wczes$niej
sieci neuronowe, czy modele probabilistyczne, gdzie z danych uzyskuje si¢ wiedze
1 wyraza w parametrach modelu.

Najczesciej KBS sa zwiazane z przetwarzaniem symboli. Wczesne systemy
symboliczne oparte byly na systemach matematycznych. Przyktadem takiego podej-
Scia jest ,,Logic Theorist”, ktéry potrafit udowodnié 38 z pierwszych 52 twierdzei
podanych przez Bertranda Russella w Principia Mathematica. Innym osiagnigciem z
tego okresu jest jezyk programowania LISP (ang. list processing) opracowany przez
John’a McCarthy’ego. Kolejnym etapem rozwoju w przetwarzaniu symbolicznym
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byly systemy ekspertowe, ktére maja praktyczne wykorzystanie poza obszarem
matematyki i programowania, na przyktad w biznesie i medycynie.

Kamienie milowe dla systeméw KBS pokazuje diagram z rysunku 8.1. W latach
80-tych Edward Feigenbaum wprowadza termin ,.knowledge engineering”, wskazu-
jac na znaczenie pozyskiwania wiedzy, reprezentacji wiedzy i zastosowania wiedzy
w inteligencji maszynowej. Zainspirowane inzynieria wiedzy, zaczgly pojawiac si¢
projekty ztozonych systeméw ekspertowych: baza wiedzy i1 projekt o nazwie Cyc i
jego rozwinigcie Semantic Web. Najbardziej znaczacym osiagnigciem systemow
KBS jest system Watson opracowany przez IBM. IBM Watson pokonat dwéch
ludzkich zawodnikéw w teleturnieju Jeopardy! (polaska edycja nosi nazwe Va
banque), demonstrujac potencjalng skutecznos¢ systemu z bogata wiedza [LLS20].
I ostatnim wskazanym przelomowym projektem jest ,,Knowledge Graph” firmy
Google, zmieniajacy wyszukiwanie na kontekstowe. W systemie zgromadzono
ponad 500 miliardéw faktéw o pigciu miliardach podmiotéw.

1984 2011 2012
Baza Cyc Knowledge Graph

(D. Lenant) TR Gistoro (Google)
.
»

1980 2006

Systemy ekspertowe Semantic Web
(E. Feigenbaum) (T. Berners-Lee)

Rys. 8.1: Rozwdj systemdw z wiedzq na przestrzeni lat (zroédto: (LLS20)).

Najwazniejszym zagadnieniem naukowym w systemach z wiedza jest sposdb
wyrazania wiedzy (reprezentacja wiedzy) i efektywne jej przetwarzanie celem
symulowania rozumowania. W dalszej czgsci niniejszy rozdziat jest poSwigcony
reprezentacji wiedzy, u podstaw ktorej leza logiki, migdzy innymi logika pre-
dykatéw pierwszego rzedu, ktéra stanowi podstawe dla programowania logicz-
nego, ktérego przykitadem jest jezyk Prolog. W jezyku tym definiuje si¢ fakty
i reguty do rozwigzywania probleméw poprzez wnioskowanie logiczne. Logika
dwuwartosciowa, jaka jest logika predykatéw pierwszego rzedu jest do$¢ ograni-
czona w symulowaniu rozumowania ludzkiego, dlatego opracowano rézne kon-
cepcje radzenia sobie z niepewnos$cia postrzegania Swiata. Jednym z podejsé do
niepewnosci jest logika rozmyta. Pozwala ona na obstuge koncepcji czgsciowej
prawdy — gdzie wartoS$¢ prawdy moze waha¢ si¢ miedzy catkowicie prawdziwa
a catkowicie fatszywa. Inaczej reprezentuja niepewnos¢ §wiata systemy probabili-
styczne takie jak sieci bayesowskie, ktére dostarczaja Srodkéw do modelowania
probabilistycznych zaleznosci migdzy zestawem zmiennych losowych.



8.1

8.1 Definicja wiedzy

Definicja wiedzy

Wykorzystanie systemow z wiedzg wymaga co najmniej préby okreSlenia, czym jest
wiedza. Mozna ja zdefiniowac jako zbiér informacji, umiejetnosci i przekonan naby-
tych przez doSwiadczenie, edukacje lub odkrywanie, ktére moga by¢ wykorzystane
do rozumienia, przewidywania lub wyjasniania zjawisk. W réznych kontekstach
rozumienie pojecia wiedza skupia si¢ na innch jej aspektach. I tak:

1. Filozofia: Wielki mysliciel Sokrates stwierdzil, ze istote prawdziwej wiedzy
stanowia pojecia, ktére maja swoje odzwierciedlenie w realnym Swiecie.
Natomiast, wedtug Platona wiedza jest postrzegana jako ,,uzasadnione prze-
konanie zgodne z rzeczywistoscia”.

2. Psychologia poznawcza: opisuje wiedzg¢ jako informacje przechowywane
w pamigci, ktore sa organizowane i przechowywane w sieciach semantycz-
nych (1975 r.) [CL75].

3. Zarzadzanie wiedza: Nonaka i Takeuchi definiuja wiedze jako proces two-
rzenia znaczen przez interakcjg spoleczna. Jest to strategiczny zaséb i klu-
czowy element intelektualnego kapitatu organizacji (1995r.) .

4. W informatyce wiedza to dane przetworzone przez algorytmy, z reguty do
formy umozliwiajacej systemom podejmowanie decyzji (2004 r.) [BLO4].

5. W systemach ekspertowych wiedza jest zbiorem regut i heurystyk do symu-
lacji rozumowania eksperta (1998 r.) [Nil98].

8.2 Reprezentacja

Rozumiejac juz czym jest wiedza mozemy postuzy¢ si¢ przyktadem z pewnego
obszaru uznajac, ze mamy wystarczajacy poziom ekspertyzy, by odpowiedzieé
na pewne pytanie. Znalezienie na nie odpowiedzi jest zwigzane z posiadaniem
wiedzy. Postawmy zatem pytanie: ,,Czym jest WiedZmin?”. Odpowiedzi moga
by¢ rézne, bo zaleza od punktu widzenia. I tak, ,,WiedZmin” to cykl powie-
Sci Andrzeja Sapkowskiego, ale moze to by¢ tez gra komputerowa, lub bohater
ksiazki, mutant wyszkolony by walczy¢ z potworami. Kazda z odpowiedzi wy-
razona w formie swobodnej w jezyku polskim bedzie trudna do przedstawienia
w systemie komputerowym. Zatem w KBS nalezy postuzy¢ si¢ uproszczong forma
nazywang reprezentacja [Ber18].

Reprezentacja wiedzy stanowi fundamentalne pojecie w sztucznej inteligencji,
poniewaz umozliwia systemom Al rozumienie i przetwarzanie informacji. Jej celem
jest, aby wiedze ludzka przeksztalci¢ w forme, ktéra komputery moga przetwarzad
na potrzeby symulowania inteligentnego zachowania. Dobry system reprezentacji
wiedzy musi posiadaé¢ dwie wtasciwosci:

1. Dokladnos$¢ reprezentacji: pozwala reprezentowac dowolny koncept, relacje
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i obserwacj¢ ze §wiata rzeczywistego.

2. Adekwatnos$¢ wnioskowania: jest w stanie manipulowa¢ strukturami w celu
wytworzenia nowej wiedzy w taki sposdb, by powstaly wynik odpowiadat
temu, co wydedukowatby cztowiek.

Rys. 8.2 przedstawia przyktad doktadnosci i adekwatnosci reprezentacji.
W bardzo uproszczonych warunkach, aby wskaza¢, ze §wieci si¢ z6tte Swiatto
drogowe wystarczy przypisa¢ zmiennej kolor warto$¢ z6tty. Kierowca w takiej
sytuacji bedzie oczekiwat, ze jako kolejne zapali si¢ §wiatto czerwone. Odwzo-
rowanie tego sposobu rozumowania mozna przedstawi¢ w postaci prostej reguty
warunkowej, ze jezeli kolor = 261ty to nastepnie kolor = czerwony.
Jak wida¢ w kolejnym kroku zaréwno w §wiecie rzeczywistym jak i w reprezentacji
wiedzy uzyskujemy spdjny i tozsamy stan.

Rzeczywistos¢
Swiatto zmieni sie z
z6ttego na czerwone

Adekwatnos$é
wnioskowania

Doktadnos¢  Reprezentacja wiedzy Doktadnos¢
IF kolor=zotty
THEN kolor=czerwony

kolor = Zotty kolor = czerwony

Rys. 8.2: Przyktad pokazujgcy doktadnosé i adekwatnose reprezentacji na przykta-
dzie wiedzy o zmieniajgcych sie Swiattach drogowych (Zrédto: opracowanie wtasne
na podstawie (RNO9)).

Ostatnim zagadnieniem w tym podrozdziale bedzie omdwienie celu reprezenta-
cji wiedzy. Katalog zadan, ktére mozna realizowaé z wykorzystaniem systemow
opartych na wiedzy, ktére wykorzystuja pewna forme reprezentacji mozna uja¢ w
postaci nastgpujace;j listy:

1. Wnioskowanie: Wykorzystanie wiedzy do generowania nowych faktow

i wyciagania logicznych wnioskéw na podstawie dostgpnych informacji.
Przyktadem moze by¢ system ekspertowy do diagnozowania choréb, taki jak
MYCIN, ktéry uzywat regut wnioskowania do okreslania Zrédta i rodzaju
zakazenia bakteryjnego i rekomendowania odpowiedniej antybiotykoterapii.
2. Rozumienie jezyka naturalnego: Interpretacja i generowanie ludzkiego
jezyka w sposéb, ktéry umozliwia komunikacje z uzytkownikami na wy-
sokim poziomie abstrakcji. Przyktadem moze by¢é SHRDLU - klasyczny
program komputerowy do przetwarzania jezyka naturalnego, ktéry wykorzy-
stuje bazg wiedzy o Swiecie ztozonym z blokéw do interpretacji i reagowania
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na komendy jezykowe.

3. Przetwarzanie obrazéw i wideo: Analiza i interpretacja treSci wizualnych,
aby rozpozna¢ obiekty, sytuacje i zachowania w obrazach i sekwencjach
wideo. Przykladem moga by¢ systemy rozpoznajace znaki drogowe, ktére
wykorzystuja bazy wiedzy skladajace si¢ z zestawdéw danych z obrazami
i opisami znakéw drogowych. Przetwarzaja one symboliczne reprezenta-
cje tych znakéw, ktdre sa nastgpnie uzywane do identyfikacji i klasyfikacji
w czasie rzeczywistym przez aplikacje nawigacyjne lub systemy wspomaga-
jace kierowce.

4. Automatyzacja i robotyka: Wykorzystanie wiedzy do nawigacji, manipula-
cji i interakcji robotéw z fizycznym §wiatem. Na przyktad reguty okreslajace
uzyteczno$¢ elementu, na podstawie ktérych robot wykonujacy kontrole
jakos$ci podejmie decyzje o jego ewentualnym odrzuceniu do odpadéw.

5. Planowanie: Tworzenie i wykonanie sekwencji dziatan w celu osiagnigcia
okreslonego celu. Przyktadem moga byc¢ systemy planowania misji kosmicz-
nych, ktére tworzg szczegdlowe sekwencje dziatari dla sond kosmicznych
i tazikéw marsjariskich.

Podsumowujac, systemy oparte na wiedzy rozwijaja si¢ od ponad 70 lat

i w chwili obecnej w niewielkim stopniu spotyka si¢ ,,czyste” systemy KBS, na-
tomiast czesto taczy si¢ je z innymi podejsciami takimi jak modelowanie danych,
optymalizacja czy inne podejscia do podejmowania decyzji.
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9.

Logika pierwszego rzedu

W sztucznej inteligencji od 1958 roku stosowano logike do przetwarzania informacji
zawartych w deklaratywnych bazach wiedzy. Wtasnie wtedy John McCarthy zalecit
logike do prezentowania informacji o specyficznej dziedzinie problemu i opisat
charakterystyke programowania deklaratywnego, czgsto analogicznego do jezyka
logiki predykatéw pierwszego rzgdu. Ponadto stosowal reguty logiki do wyciagania
wnioskOw z zapisanej wiedzy.
Jezeli logika jest uzywana do rozwiazania ,,rzeczywistych” probleméw, to

wymaga eksperckiej znajomosci danej dziedziny.

Definicja 9.0.1 Logika to dyscyplina filozoficzna i matematyczna zajmujaca si¢

formalnymi zasadami wnioskowania. Zajmuje si¢ ona strukturami argumentacji,

aby ocenié, czy dane rozumowanie jest poprawne. Logika dostarcza narzg¢dzi

umozliwiajacych formalizacje i oceng prawdziwosci zdar oraz relacji migdzy

nimi.

Wiasnosci logiki pierwszego rzgdu zostaly zestawione w tabeli 9.1. Wilasnosci
te przedstawiono syntetycznie i petne ich zrozumienie wymagatoby wprowadzenie
szerokiego wachlarza pojec i definicji, ktére wykraczaja poza plan niniejszego
wywodu. Dalsza czg$¢ skryptu skupia si¢ na praktycznym wykorzystaniu logiki

pierwszego rzedu, zetem tylko czg$¢ z wlasnosci zostanie omdowiona w szczegotach.
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9.1

9.1.1

Logika pierwszego rzedu

Tabela 9.1: Wtasnosci rachunku predykatéw pierwszego rzedu.

Nr| Nazwa wla- | Ogdlny opis Logika predykatéw I rzedu
snosci

1 | Sp6jnosé (ang. | System logiczny nie prowa- | Mozliwe sprzeczno$ci wynikaja
consistency) dzi do sprzecznych wnio- | tylko z niespéjnych aksjomatow;

skow. system jest spdjny, jesli jego aksjo-
maty s spojne.

2 | Zupelnosé System jest zupelny, jesli | FOL jest zupeilny w sensie teoretycz-
(ang. comple- | mozna w nim udowodnié¢ | nym, zgodnie z twierdzeniem Godla
teness) kazde prawdziwe zdanie. o zupetnosci.

3 | Poprawnos¢ System jest poprawny, jesli | Kazde zdanie udowodnione w logice
(ang. sound- | kazde udowodnione w nim | pierwszego rzedu jest prawdziwe w
ness) zdanie jest prawdziwe. kazdym jego modelu.

4 | Rozstrzygalno$¢ Mozliwos¢ ustalenia praw- | Nie wszystkie zdania sa rozstrzy-
(and. decidabi- | dziwos$ci kazdego zdaniaza | galne ze wzgledu na nieskoficzona
lity) pomoca skorficzonego pro- | liczbe potencjalnych interpretaciji.

cesu.

5 | Ekspresyjnos$¢ | Zdolno$¢ wyrazania boga- | Pozwala na wyrazanie szerokiego za-
(ang. expressi- | tego zestawu koncepcji. kresu zdan dotyczacych obiektow i
veness) ich relacji.

6 | Dedukcyjnos¢ | Zdolnos¢ do wyprowadza- | Umozliwia dedukcje bardziej ztozo-
(ang. deducti- | nia wnioskéw na podstawie | nych struktur dzigki kwantyfikato-
bility) dostepnych informacji i re- | rom i zmiennym.

gul.

Sktadnia i semantyka

Kazda logika moze by¢ rozwazana w kontekScie dwoch komponentow: sktadni i
semantyki (znaczenia).

Rachunek predykatéw pierwszego rzedu inaczej logika pierwszego rzgdu (ang.
First Order Logic, FOL), jest systemem logicznym, ktéry stuzy do analizowania
struktury i znaczenia zdan dotyczacych obiektéw i ich relacji. Logika predykatow
jest logika dwuwarto$ciowa, czyli kazda formuta jest albo prawdziwa, przyjmuje
warto$¢ TRUE lub jest fatszywa, przyjmuje warto§¢ FALSE.

Skiadnia

Sktadnia rachunku predykatéw pierwszego rzgdu okresla formalne reguty budo-
wania poprawnych wyrazen w tym systemie. Wyrazenia zawieraja zmienne, stale,
funkcje, predykaty, kwantyfikatory i faczniki logiczne, ktére sa skonstruowane
zgodnie z okre§lonymi zasadami gramatycznymi.

Ponizsza lista przedstawia podstawowe elementy sktadniowe w logice pierw-
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szego rzedu oraz przyjeta konwencje ich oznaczania, tj.:
— Symbole:

Zmienne: x, Y, z : to ciagi znakéw alfanumerycznych zaczynajace si¢
od matej litery.

State: Geralt , Proba_Traw, Nilfgard, 15. to ciagi znakéw alfanume-
rycznych zaczynajace si¢ od wielkiej litery lub cyfry.

Funkcje: opiekun[2], znak[2], ryzyko[1]. Nazwy funkcji to ciagi zna-
kéw alfanumerycznych zaczynajace si¢ zawsze od malej litery a wartosé
w klamrach to ich wymiarowos¢ (liczba argumentow). Maja one taka
ceche, ze zwracaja wartos¢.

Predykaty: Kocha[2], Sasiad[2], Driada[l]: Nazwy predykatéw skta-
da¢ si¢ beda ze znakow alfanumerycznych i zaczynajq si¢ wielka literg
a warto$¢ w klamrach to ich wymiarowos¢ (liczba argumentéw). Predy-
katy reprezentuja pewna relacje, ktéra wiaze jej argumenty.
Kwantyfikatory: ogélny (duzy, uniwersalny) (czytaj: dla kazdego) V i
szczegblny (maty, egzystencjalny) (czytaj: istnieje) 3.

Laczniki logiczne: koniunkcja A, dysjunkcja V, negacja —, implikacja
—, rOwWnowaznosc <.

Symbol réwnosci terméw: =. Termy, inaczej wyrazenia logiczne to
zbidr zawierajacy: { state, zmienne i funkcje}.

Pomocnicze: takie jak nawiasy okragte () i przecinki uzywane do
organizowania wyrazen.

— Formuty: to wigksze struktury niz symbole. Skfadnia okresla zasady jak
elementy moga by¢ faczone w formuty, czyli wyrazenia:

Formuta atomowa: Driada(x), gdzie Driada jest symbolem predykatu,
a x jest zmienna.

Negacja: —Driada(x);

Koniunkcja: Driada(x) A Elf(x);

Dysjunkcja: Driada(x) V EIf(x);

Implikacja: Driada(x) — Elf(x);

Réwnowaznosé: Driada(x) <> Elf(x);

Kwantyfikacja uniwersalna: Vx(Driada(x));

Kwantyfikacja egzystencjalna: 3x(EIf(x));

Rownos¢é terméw: Protektor(Ciri) = Geralt.

Przyktadowa poprawna sktadniowo formuta w rachunku predykatéw pierw-
szego rzedu:

Vx(Elf(x) — Jy(Czlowiek(y) A Nienawidzi(x,y))) 9.1)

Przyktadowa niepoprawna sktadniowo formuta w rachunku predykatéow pierw-
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szego rzedu:
+ (EIf(V)3y(Czlowiek(y) A (x,y)))

Bledami jest brak lewej strony rownowaznosci, uzycie kwantyfikatora wielkiego bez
wskazania zmiennej pod nim, predykat Elf ma niepoprawny argument, a zmienne
(x,y) nie sa zwigzane zadna relacja.

Semantyka

Zastanéwmy si¢ nad znaczeniem formuty 9.1. Oznacza, ze dla kazdego x, jesli Elf(x)
jest prawdziwe, to istnieje taki y, ze Czlowiek(y) jest prawdziwe i Nienawidzi
jest relacja migdzy x i y. Potocznie mozna zdanie sformutowac jako: ,,Kazdy elf
nienawidzi jakiego$ cztowieka”.
Interpretacja, czyli przypisanie znaczenia, naturalnie przenosi nas w obszar
semantyki. Semantyka opisuje jakie wartoSci czyli znaczenie przypisuje si¢ symbo-
lom w formutach sktadniowych, okreslajac, kiedy formuta jest prawdziwa. Kazda
formuta logiczna, jest oceniana w kontekscie okreSlonej interpretacji, ktéra przypi-
suje:
1. Obiekty do statych: Kazdej stalej w formule przypisuje si¢ konkretny obiekt
z dziedziny (domeny).

2. Funkcje do symboli funkcyjnych: Symbole funkcyjne sa interpretowane jako
konkretne funkcje, ktére przypisuja obiekty do obiektéw w dziedzinie.

3. Relacje do symboli predykatéw: Symbole predykatéw sa interpretowane jako
specyficzne relacje migdzy obiektami.

Kwantyfikatory sg interpretowane jako odnoszace si¢ do wszystkich obiektéw
w opisywanej dziedzinie (domenie) (dla kwantyfikatora uniwersalnego) lub do
istnienia przynajmniej jednego obiektu (dla kwantyfikatora egzystencjalnego), ktéry
spetnia dana formule.

Rozwazmy przyktad zdania z kwantyfikatorem uniwersalnym: ,,Kazdy wiedz-
min jest mutantem”, co zapisujemy w logice predykatow:

Vx(Wiedzmin(x) — Mutant(x)).

Przyjmijmy, ze x = Vesemir lub x = Ciri lub x = bazyliszek, to tylko pierwszy
Vesemir sprawia, ze lewa strona implikacji jest prawdziwa, co prowadzi do praw-
dziwosci prawej strony. Pamigtaé nalezy, ze cate wyrazenie jako implikacja jest
fatszywe tylko w jednym przypadku, gdy z prawdy wynikatby fatsz.

Rozwazmy przyktad zdania z kwantyfikatorem egzystencjalnym: ,,Geralt jest
kochany przez czarodziejke” co zapisujemy w logice predykatéw:

Jx(Czarodziejka(x) A Kocha(x, Geralt)).
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9.2 Wybrane aksjomaty logiki predykatéw pierwszego rzedu

Przyjmijmy, ze x = Yennefer lub x = Bazyliszek, to zdanie jest prawdziwe dla
Yennefer, bo tylko ona sprawia, ze oba predykaty w formule sa prawdziwe.

Kwantyfikator uniwersalny taczy si¢ tylko z implikacja, a kwantyfikator egzysten-
cjalny tylko z koniunkcja.

Semantyka okresla pojecie modelu dla formut. Model to interpretacja, w ktérej
formuta jest prawdziwa. Méwi sig¢, ze formula jest prawdziwa w modelu, lub
ze model spetnia formule. Zagadnienie spetnialnodci jest fundamentalne w teorii
modeli - dziedzinie matematyki zajmujacej si¢ badaniem relacji migdzy sktadnia
logiczng a jej interpretacjami. Model musi dostarcza¢ informacje niezbgdna do
okreslenia czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Wybrane aksjomaty logiki predykatéw pierwszego rzedu

Rozwazanie dalszych przyktadéw i oméwienie schematéw wnioskowania wymaga
znajomosci wlasnosci wyrazen w rachunku predykatéw pierwszego rzgdu. Wpro-
wadZmy pojecie tautologii.

Definicja 9.2.1 Tautologie logiki pierwszego rzgdu sa formutami prawdziwymi
w dowolnym zbiorze (inaczej modelu). Prawdziwos¢ zdan nie wynika z inter-
pretacji znaczenia statych, funkcji i predykatéw, czy przypisywania zmiennym
wartos$ci, a jest konsekwencja tylko struktury wyrazenia.

Definicja 9.2.2 Mo6wimy, ze dwie formuty / funkcje A(x) i B(x) (o wspSlnym
zakresie zmiennej x) sg rOwnowazne, gdy maja ten sam zakres / wykres. Innymi
stowy, gdy X oznacza wspdlny zakres zmiennej x:

{xeX:A(x)} ={xe X :B(x)}. 9.2)

Definicja 9.2.3 Mdéwimy, ze dwie formuty domknigte A i B sa rownowazne,
gdy formuta A <+ B jest tautologia.

Definicja 9.2.4 Dwa predykaty A(x) i B(x), x € X sa r6wnowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy zdanie Vx(A(x) <> B(x)) jest prawdziwe.

Poniza lista zawiera tautologie, ktére beda przydatne w rozumieniu przyktadéw
i dalszych algorytmow.

Dla uproszczenia pojedyncze symbole A i B prezentuja zdanie z rachunku zdafi.
Nalezy pamigtaé, ze wszystkie przestawione w ten sposob tautologie, moga by¢
uogdlnione do formul atomowych w logice predykatéw pierwszego rzedu.
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®

9.2.1

1. Tautologie wywodzace si¢ z rachunku zdan:
(a) Prawo wylaczonego Srodka (tac. tertium non datur): AV (—A)
(b) Prawo sprzecznodci (niemozliwe jest by formuta byta jednocze$nie
prawdziwa i fatszywa): =(A A (—A))
(c) Prawo podwdjnej negacji: A <> —(—A)
(d) I prawo de Morgana: ~(AAB) <> ((—A) V (—B))
(e) II prawo de Morgana: =(AV B) <> ((—A) A (—B))
(f) Prawo przemiennosci koniunkcji: (AAB) <> (BAA)
(g) Prawo przemiennosci dysjunkcji:(AV B) <> (BV A)
(h) Prawo tacznosci koniunkcji: (AA (BAC)) <+ ((AAB)AC))
(i) Prawo tacznosci dysjunkcji: (AV (BVC)) <+ ((AVB)V(C))
(j) Prawo eliminacji rtéwnowaznosci: (A <> B) <> (A — B)A\(B—A)
(k) Prawo eliminacji implikacji: (A — B) <> (A V B)
(1) Rozdzielnos¢ koniunkcji wzgledem dysjunkcji (AA (BVC)) <> ((AA
B)V(ANQ))
(m) Rozdzielno$¢ dysjunkcji wzgledem koniunkcji (AV (BAC)) <> ((AV
B)A(AVQO))
2. Tautologie wtasciwe dla rachunku predykatéw (kwantyfikatorow):
(a) Prawa de Morgana rachunku kwantyfikatoréw:
i VxA(x) <> Ix—A(x)
iil. —3xA(x) <> Vx-A(x)
(b) Przemiennos$¢ kwantyfikatoréw ogélnych:
VxVyA(x,y) <> VyVxA(x,y)
(c) Przemiennos$¢ kwantyfikatoréw szczegdlnych:
IxIyA(x,y) <> FyIxA(x,y)

Rozne kwantyfikatory nie sq przemienne. Rozwazmy znaczenie zapiséw, ktére na
przyktadzie pokaza, ze interpretacja jest inna, gdy zmienimy kolejnoscia kwantyfika-
tor uniwersalny z egzystencjalnym:

1. Vx(3y(Kocha(x,y)))
2. Jy(Vx(Kocha(x,y)))

Pierwsze zdanie opisuje ze kazdy kogo$ kocha, natomiast drugie wyraza, ze istnieje
ktos (y), ktdry jest przez wszystkich (x) kochany.

Zatozenie o unikalnosci nazw, zamknietej dziedzinie i zamknietym
Swiecie

Aby wyrazi¢ w logice predykatéw ze Geralt, Vesemir i Eskel sa wiedZminami
mozemy wprowadzi¢ state Geralt, Vesemir i Eskel i jednoargumentowy predykat
Wiedzmin, a nastgpnie uzy¢ zdan atomowych
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Wiedzmin(Geralt),

Wiedzmin(Vesemir),

Wiedzmin(Eskel).
Wszystkie trzy obiekty mapuja na ten sam element opisywanej ksiazkowej rzeczy-
wistosci. Wszystkie stale reprezentujace imiona powinny zatem spetniaé warunek:
Geralt # Vesemir, Geralt # Eskel, Vesemir # Eskel, gdyz odnosza si¢ do réznych
obiektow.

Wiasnos¢ 9.2.1 Zatozenie o unikalnosci nazw dla predykatu lub funkcji jest
wyrazone przez formuty:

Vot Xyt Yn (Ot Xm) #8015, ) (9.3)
dla wszystkich par funkcji f, g, oraz
Vaxp . xog v Y (f(xny e xn) = f1yee59n) = (X1=Y1A . AX =Y,)) (9.4)

dla wszystkich statych funkcji f o liczbie argumentéw wigkszej niz 0. Te formuty
pociagaja za soba t; = t, dla jakichkolwiek réznych terméw 7, 1,.

Wtasnos¢ wprowadzona przez Keitha Clarka w 1978 [HLPOS] jest czgsto
uzywana w teorii programowania logicznego, nazywana zatozeniem o zamknigtej
dziedzinie, ktére zaktada, ze zaden model nie zawiera elementéw domenowych
innych, niz te wykorzystane w postaci symboli statych.

Witasnosé 9.2.2 Zatézmy, ze uzywamy symboli predykatéw lub funkcji zawie-
rajacych skorficzong liczbg argumentéw, ktére sa statymi Cy,...,C,. Warunek
zamknigtej dziedziny (ang. Domain Closure Assumption) opisuje wzor:

Vx(x=C1V---VCy,) 9.5)

Warunek umozliwia zastapienie wszystkich kwantyfikatoréw w dowolnej for-
mule wielokrotnymi koniunkcjami (np. Vx(P(x) <> P(C;) A--- AP(Cy))) i dysjunk-
cjami (np. Ix(P(x) <> P(Cy) V-V P(Cp))).

W dziedzinie programowania logicznego wykorzystuje si¢ trzecie zatozenie
o zamknigtym $wiecie (ang. Closed World Assumption), ktére zaklada, ze zdania
atomowe, o ktérych nie wiemy, ze sa prawdziwe (nie sa jawnie wskazane jako
prawdziwe) uwaza si¢ za falszywe. Ma to istotne znaczenie przy projektowaniu baz
wiedzy, ktérych status uznaje si¢ zawsze za TRUE. Wszystko zatem co w bazie
wiedzy nie jest opisane jest FALSE.



Logika pierwszego rzedu

9.3

Inzynieria wiedzy

Inzynieria wiedzy to proces modelowania problemu za pomoca formalnych metod,
takich jak na przyktad logika predykatow, oraz do dalszego wykorzystania tego
modelu do wnioskowania i rozwiazywania konkretnych probleméw. Lista krokéw
to:

1. Identyfikacja zadania: To okreslenie celu lub problemu, ktéry ma by¢
rozwigzany. Wymaga zrozumienia kluczowych aspektéw zadania oraz jego
kontekstu. Wiaze si¢ tez z okresleniem przebiegu dialogu, odkrycia jakie
bgda mozliwe pytania do systemu.

2. Zgromadzenie wymaganej wiedzy Zebranie wszystkich niezbgdnych in-
formacji i danych, ktdre sa istotne dla zadania. Ta wiedza moze pochodzi¢ z
r6znych Zrédet, w tym z literatury, ekspertéw w danej dziedzinie, lub poprzez
obserwacje.

3. Wybor stownika predykatow, funkcji i statych: Okresla si¢ i nazywa
predykaty, funkcje i state, ktére beda uzywane do reprezentowania wiedzy w
ramach zadania. To pomoze w formalizacji problemu.

4. Kodowanie ogélnej wiedzy dotyczacej zadania: zapisanie wszystkie aksjo-
matéw z wykorzystaniem termow ze stownika. Na tym etapie wykrywa si¢
luki 1 btedy koncepcyjne.

5. Kodowanie specyficznej wiedzy dotyczacej zadania: Zakodowanie in-
formacji szczegotowych i specyficznych, wejs¢ do systemu lub informacji
znanych podczas uruchomienia systemu. Inaczej okresla sig¢ ja jako fakty.

6. Stawianie pytan do procedury wnioskowania i interpretacja odpowiedzi.
Wykorzystanie systemu wnioskowania do zadawania pytai zwiazanych z
zadaniem i odebranie odpowiedzi, ktére pomoga w podejmowaniu decyzji
lub dalszej analizie.

7. Usuwanie bledéw z bazy wiedzy: Analiza wszystkich odpowiedzi systemu
i poprawienie btedéw lub niespdjnosci w bazie wiedzy, aby zapewnic jej
zgodno$¢ z oczekiwaniami projektanta.

Przeanalizujmy przyktad pokazujacy wykorzystanie logiki predykatéw do opisu
wiedzy czyli pewnych faktéw i relacji oraz w dalszej czgSci wnioskowania. Spetnia
on zatozenia 0 unikalnosci nazw, zamknigtej dziedzinie
1 zamknigtym Swiecie.

Zgodnie z krokami inzynierii wiedzy:

1. Identyfikacja zadania: Po krétce chcemy przedstawi¢ wiedze o relacji

WiedZmina Geralta z potworami, ktére najczgsciej zabija na zlecenie.

2. Zgromadzenie wymaganej wiedzy Korzystajac ze swojej pamigci i prze-
wodnikéw o cyklu powiesci zebrano istotne dane przedstawione w tabeli 9.2
w kolumnie ,,Zdanie opisujace wiedzg”.
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3. Wybor stownika predykatéw, funkcji i stalych: Predykaty: Wojownik,
Mieszka, Potwor, Wiedzmin, Mord_na_zlecenie, Obojetny, Walka; State:
Geralt, Khaer Morhen, Bazyliszek; funkcje: brak.

4. Kodowanie ogolnej wiedzy dotyczacej zadania: przedstawione w tabeli 9.2
w kolumnie ,,Wyrazenie logiczne reprezentujace zdanie” w wierszu: 3,5,6,7

5. Kodowanie specyficznej wiedzy dotyczacej zadania: Przedstawione w
tabeli 9.2 w kolumnie ,,Wyrazenie logiczne reprezentujace zdanie” w wierszu:
1,2,4,8

Tabela 9.2: Przyktadowa baza wiedzy prezentujgca przejscie z opisu lingwistycznego
na baze wiedzy w logice pierwszego rzedu.

Lp. | Zdanie opisujace wiedze Wyrazenie logiczne reprezentujace
zdanie
1 Geralt jest wojownikiem. Wojownik(Geralt)
2 Geralt mieszka w Kaer Morhen. | Mieszka(Geralt, Kaer Morhen)
3 Kazdy mieszkaniec Kaer Morhen | Vx(Mieszka(x, Kaer Morhen) —
jest wiedZminem. Wiedzmin(x))
4 Bazyliszek jest potworem. Potwor(Bazyliszek)

5 | WiedZmini albo zabijaja Bazy- | Vx(Wiedzmin(x)
liszka dla zarobku lub jest im obo- | Mord_Na_Zlecenie(x, Bazyliszek) V

4

jetny. Obojetny (x, Bazyliszek))

6 Kazdy bywa obojetny wobec cze- | Vx(Jy(Obojetny(x,y))
gos.

7 | Wojownicy walcza z potworem, | VxVy(Wojownik(x) A Potwor(y) A
ktéry nie jest im obojgtny. Walka(x,y) — —Obojetny(x,y))

8 | Geralt walczyt z Bazyliszkiem. | Walka(Geralt, Bazyliszek)

Przyktad w tabeli 9.2 jest baza wiedzy (ang. KB — Knowledge Base). Przedsta-
wione wyrazenia logiczne, to tylko jedna z mozliwosci przejscia z opisu ogélnego
na sformalizowany, w szczegdlnosci:

— pomija nastgpstwo czasu, kolejnos¢ zdarzen;

— nie wskazuje wyraznie, ze jest to opis nierzeczywistego Swiata;

— brak jest okreSlenia zasiggu w zdaniu 6; czy dla kazdego istnieje ktoS dla
kogo jest si¢ obojetnym? czy sa to rézne osoby? czy istnieje ktos, wobec
kogo wszyscy sa obojetni?

— zdanie 7 mozna tez przedstawi¢ jako
Vx,y(Wojownik(x) A Potwor(y) A =Obojetny(x,y) — Walka(x,y))
gdyz nie jest jednoznaczne, co jest przyczyna a co skutkiem.

Kolejny etap w inzynierii wiedzy ,,wnioskowanie” jest przedmiotem wywodu
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9.4

9.4.1

w kolejnym podrozdziale.

Whnioskowanie w logice predykatow pierwszego rzedu

W logice predykatéw mozna stosowac rozne podejscia do wnioskowania. Celem ni-
niejszego wywodu jest wprowadzenie do programowania w logice, dlatego skupimy
si¢ tylko na elementach procesu wnioskowania, ktére sa z nim zwiazane.

Unifikacja
Unifikacja w logice pierwszego rzedu polega na znalezieniu substytucji, ktora
sprawia, ze dwie formuty atomowe staja si¢ identyczne.

Substytucja / unifikacja to odwzorowanie ze zmiennych na termy, ktére jest
tozsamoscia na wszystkich ale skoficzenie wielu zmiennych. Ogélna reguta méwi,
ze stala unifikuje si¢ ze stala, ktora jest identyczna, zmienna unifikuje si¢ ze statymi
i funkcjami, a formuty ztozone musza ulec dekompozycji i kazdy z argumentéw jest
sprawdzany pod wzglgdem mozliwosci substytucji. Zbior {x;/t1,x2/t2, ..., Xy /tn }
przedstawia substytucje mapujaca zmienna x; na term #;, dla 1 <i <n.

Na przyktad = zapis, P(x,f(x){x/g(v)} = P(g(y).f(s(y))) oznacza,

ze P(g(y), f(g(y))) jest instancja P(x, f (x)).
Ponizej podany jest algorytm unifikacji o wyktadniczej ztozonosci czasowe;j,

ktéry jest wystarczajacy do wielu praktycznych zadan. Jesli expr; i expr; to dwa
termy, a o jest najbardziej ogélnym unifikatorem expr| i expr, , to expri/a
moze by¢ wyktadnicze wzgledem expry i expr,, wige konstruowanie expr /a jest
z natury wykladnicze, chyba ze uzyte zostanie odpowiednie kodowanie terméw;
oznacza to reprezentowanie powtarzajacych si¢ sub-terméw tylko raz.

Rozpatrzmy dwa przyklady, jeden, gdy algorytm Unifikacji zwrdci liste substy-
tucji i drugi, gdy algorytm zwrdci niepowodzenie.

m Przyktad 9.1 Przykiady mozliwej unifikacji
1. Wyrazenia do Unifikacji:
(1) Zabija(w,x)
(2) Zabija(Geralt, Strzyga)

Proces Unifikacji:
— W pierwszej formule x,w sa zmiennymi.
— W drugiej formule mamy konkretne byty: Geralt i Strzyga.
— Unifikacja poprzez zastapienie w na Geralt i x na Strzyga.
Wynik Unifikacji: Substytucja: {w/Geralt,x/Strzyga}
Po zastosowaniu substytucji, oba wyrazenia staja si¢ identyczne:
Zabija(Geralt, Strzyga)
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Algorytm 13 Algorytm Unifikacja

I: procedura UNIFIKACJA(Exp) > Zbiér par wyrazen do unifikacji. Expr

2 dopdki Expr # {} wykonaj > istniejg pary do unifikacji
Wybierz parg wyrazen (expry,expry).

4 jezeli expr i expry sa identyczne to

5 Nie dodawaj nic do listy substytucji

6 jezeli expry jest zmienna to

7: jezeli expr| nie wystepuje w expr; to

8 Dodaj do listy substytucji expry /expr;

9 W przeciwnym razie

10: break > (niepowodzenie)

1 jezeli expr jest zmienna to

12 jezeli expry nie wystepuje w expry to

13: Dodaj do listy substytucji expry /expr;

14: W przeciwnym razie

15 break > (niepowodzenie)

16 jezeli expry = f(ry,...,r) i expro = f(s1,...,5,) to > oba wyrazenia sa ztozone i maja
taka sama liczbe argumentéw

17 Dodaj do listy substytucji wynik Unifikuj ([ry,...,7,] 1 [s1,--.,84]) > sktadniki

wyrazen
18: W przeciwnym razie > oba wyrazenia sa ztozone i maja inng liczbe argumentéw
19 break > (niepowodzenie)
20 jezeli wszystkie pary unifikowalne to
21: zwro¢ Lista Substytucji
2 W przeciwnym razie
23 zwré6é Niepowodzenie

2. Inny przyklad: najbardziej ogélnym unifikatorem f(x,y,g(y)) i f(z,h(z),w)
jest{x/z,y/h(z),w/g(h(z))}

m Przyktad 9.2 Przyklady niemozliwej unifikacji
1. Wyrazenia do Unifikacji:
(1) Przyjaciel (Geralt, x)
(2) Przyjaciel(Yennefer, Triss)

Proces Unifikacji:
— W pierwszym wyrazeniu x jest zmienna, a Geralt odnosi si¢ do postaci
z ksiazki.
— W drugim wyrazeniu Yennefer i Triss to konkretne postaci.
— Proba unifikacji napotyka na problem, poniewaz Geralt i Yennefer sa
réznymi postaciami/statymi.
Wynik Unifikacji: Niepowodzenie
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2. Inny przyktad: Termy f(x,g(x)) i f(y,y) nie sa unifikowalne — zbidr substy-
tucji jest pusty.

9.4.2 Reguty wnioskowania

Oprécz unifikacji do wnioskowania potrzebne s reguly/zasady, ktére w danym
jezyku formalnym okresla jak poprawnie wyprowadza¢ wnioski ze zbioru zda-
A/wyrazen zawartych w bazie wiedzy. Reguty wnioskowania w logice umozliwiaja
konstrukcje poprawnych argumentéw i dowodow.

W logice predykatéw pierwszego rzedu istnieje kilka fundamentalnych regut
wnioskowania. Zostang one zaprezentowane w postaci:

PP, By
Q

gdzie P, P», ..., P, sa wyrazeniem z przestanki, a Q jest wnioskiem. Oznacza to,
ze jesli przestanki Py, P, ..., P, sa prawdziwe (TRUE), to z pomoca reguly mozna
wywnioskowaé, ze Q jest rowniez prawdziwe (TRUE). 0 jest lista substytucji
uzyskanych w wyniku unifikacji.
Ponizej przedstawiono najpopularniejsze z regul wnioskowania stosowanych w
rachunku predykatéw pierwszego rzedu.

— Modus ponens

0 (9.6)

P(ay,...,an),P(ai,...,an) — Q(bi1,...,by)
Q(bl,...,bm

0 9.7)

Czytaj: Jezeli P(ay,...,a,) jest prawdziwe, i prawda jest, ze z P(ay,...,a,)
wynika Q(by,...,by), to prawdziwe jest Q(by,...,b,). Prawdziwos¢ kon-
kluzji jest warunkowana poprawnoscia Unifikacji dla argumentéw relacji P i
0, gdzie 0 to zbidr substytucji.

= Przyktad 9.3

Wiedzmin(Geralt), Vx(Wiedzmin(x) — Mutant(x))

Geralt
Mutant(Geralt) (x/Geral)
Whioskujemy, ze Geralt jest mutantem po zastosowaniu Unifikacji z lista
substytucji: (x/Geralt). "
— Modus tollens

~Q(bi,..,bw) Plar, .. an) = Qb1 ,bn)

~Plar,. ) ° 68
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Czytaj: Jezeli wiemy, ze =Q(by,...,b,) jest prawdziwe, i prawda jest, ze z
P(ay,...,a,) wynika Q(by,...,by), to prawdziwe jest ~P(ay,...,a,). Praw-
dziwo$¢ konkluzji jest warunkowana poprawnoscia Unifikacji dla argumen-
tow relacji P 1 Q, gdzie 0 to zbidr substytucji.

= Przyktad 9.4

—Mutant(Yennefer), Vx(Wiedzmin(x) — Mutant(x))

Yo f
—~Wiedzmin( Yennefer) (x/Yennefer)

Whioskujemy, ze Yennefer nie jest wiedZminem, bo wiemy, Ze nie jest mu-
tantem. Wniosek poprawny po zastosowaniu Unifikacji z lista substytucji:
(x/Yennefer). n

— Modus ponendo tollens

—(P(ay,...,ay,) NQ(b1,...,by)),P(ay,...,a,)
=Q(b1,...,bn)

Czytaj: Jezeli wiemy, ze nie moze jednoczesnie by¢ spetnione P(ay, ..., a,) i
O(by,...,by), i P(ay,...,a,) jest prawda, to wnioskujemy o tym, ze
=Q(b1,...,bn) jest prawdziwe. Prawdziwos¢ konkluzji jest warunkowana
poprawnoscia Unifikacji dla argumentow relacji P i Q, gdzie 0 to zbidr
substytucji.

= Przyktad 9.5

0 9.9

—(3x(Wiedzmin(x) A Czarodziej(x))), Wiedzmin(Geralr)
—Czarodziej(Geralt)

(x/Geralt)

Whioskujemy, ze Geralt nie jest czarodziejem, bo jest wiedZminem, a reguta
moéwi, ze nie mozna by¢ jednocze$nie czarodziejem i wiedZminem. Wniosek
prawdziwy po zastosowaniu Unifikacji z lista substytucji: (x/Geralt). "

— Sylogizm dysjunkcyjny lub Modus tollendo ponens
P(ay,...,a,)VO(b1,...,by),—P(ay,...,a,)
O(by,...,by)

Czytaj: Tylko jedna z alternatyw moze by¢ prawdziwa. Prawdziwos¢ konklu-
zji jest warunkowana poprawnos$cia Unifikacji dla argumentéw relacji P i Q,
gdzie 0 to zbidr substytucji.

= Przyktad 9.6

0 (9.10)

Vx(Wiedzmin(x) V Czarodziej(x) ), “Wiedzmin(Yennefer)
Czarodziej( Yennefer)

(x/ Yennefer)
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Whioskujemy, ze Yennefer jest czarodziejka, skoro wiemy, ze Yennefer nie
jest wiedZminem, gdyz mozna by¢ wiedZminem lub czarodziejem. Wniosek
prawdziwy po zastosowaniu Unifikacji z lista substytucji: (x/Yennefer). =

— Regula rezolucji Komplementarno$¢ w logice pierwszego rzgdu oznacza, ze
wyrazenie unifikuje si¢ z negacja drugiego wyrazania.
Reguta rezolucji eliminuje komplementarne formuty atomowe.

P](al,...,an)\/Ql(bl,...,bm),—!PI(Cl,...,Cn)\/Qz(dl,...,dm)
Q1(b1,...,bwm)V Qa(dy, ... dn)

Prawdziwos$¢ konkluzji jest warunkowana poprawnoScia Unifikacji dla ar-
gumentéw relacji P, Q; i O, gdzie 6 to zbidr substytucji. Pi(ay,...,ay)
jest komplementarne do —P; (cy,...,c,). Wyrazenia komplementarne ulegaja
eliminacji. Wynik rezolucji nazywa si¢ resolwenta.

= Przyktad 9.7

8 (9.11)

Wiedzmin(Geralt) VV =Potwor(x), “Wiedzmin(y) V Mutant(y)
—Potwor(x) VV Mutant(Geralt)

(v/Geralt)

Eliminujemy komplementarne predykaty Wiedzmin(Geralt) i “Wiedzmin(y)
1 wnioskujemy o pozostatych predykatach z wyrazenia. Wniosek prawdziwy
po zastosowaniu Unifikacji z listg substytucji: (y/Geralt). "

9.4.3 Wnioskowanie przez tancuchowanie progresywne i regresywne

Reguty wnioskowania stanowia podstawe do weryfikacji spelnialnoSci lub nie-
spetnialnos$ci wyrazefi logicznych. Aby zautomatyzowaé proces wnioskowania
konieczna jest procedura wykonujaca dowodzenie na calej bazie wiedzy. W syste-
mach automatycznego dowodzenia i w systemach ekspertowych wyréznia si¢ dwa
gléwne podejscia proceduralne do dowodzenia:
1. tancuchowanie progresywne (ang. forward-chaining) nazywane tez wniosko-
waniem z danych/faktow;
2. tancuchowanie regresywne (ang. backward-chaining) nazywane tez wniosko-
waniem od celu.

tancuchowanie progresywne

Laricuchowanie progresywne mozna wyobrazi¢ sobie jako przechodzenie po wszyst-
kich regutach bazy wiedzy dla wszystkich znanych, zadeklarowanych faktéw. Zakta-
dajac, ze fakty maja status prawda (TRUE) mozemy wnioskowac¢ o prawdziwosci
wszystkich konkluzji z regul, ktérych przestanki posiadaja formutly unifikowane
ze tymi faktami. Proces wnioskowania w przdd jest kontynuowany tak dtugo, az
wyczerpig si¢ fakty i reguty do dowodzenia. Jezeli w wyniku wnioskowania reguta
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wytworzy nowy fakt, to zostaje on dopisany do bazy wiedzy i uzyty do dalszego
wnioskowania.

Ogdlng koncepcj¢ taricuchowania progresywnego w logice predykatéw przed-
stawia Algorytm 14.

Algorytm 14 Algorytm wnioskowania progresywnego [RNO09]

i: function LP-WP(KB, o) > KB - baza wiedzy, « zapytanie - formuta atomowa
dopoki TRUE wykonayj

3 nowe + {} > Zbiér zdaii utworzonych w nowej iteracji

4 dla wszystkich » € KB wykonaj

5 (p1A...Apn— q) < STANDARYZUJ-ZMIENNE(r)

6 dla wszystkich 0 takie, ze (py A...Apn)0 = (p| A...Ap))0 wykonaj > p.zKB

7 q' < PODSTAW(8,q) > wnioski z lista substytucji

8 jezeli ¢’ nie unifikuje si¢ z zadnym zdaniem z KB lub nowe to

9 Dodaj ¢’ do nowe

10 ¢ < UNIFIKUJ(¢, o)
11 jezeli ¢ # fail to

12 Zwroc @

13 jezeli nowe = {} to

14 zwr6é FALSE

15 Dodaj nowe do KB

Ze wzgledu na zagniezdzenie trzech petli jest bardzo mato wydajny dla duzych
baz wiedzy. Wewngetrzna petla taczy kazda regute z kazdym faktem, a po uaktu-
alnienia stanu listy faktow znéw sprawdza si¢ wszystkie reguty. Dlatego stosuje
si¢ rézne zabiegi zmniejszajace ztozonos¢ obliczeniowa. Jedng z technik jest wy-
bieranie tylko tych regut, ktére maja w przestance fakty dostgpne z listy faktow.
Ze wzgledu na znaczacy udziat unifikacji w procedurze, mozna optymalizowad
proces przez szukanie tylko formul, gdzie argumenty state (termy) sa zgodne. Obie
techniki doktadaja ograniczenia (warunki), ktére w konsekwencji zredukuja liczbg
operacji. Innym podej$ciem jest przyrostowe tancuchowanie progresywne. Oznacza
to, ze fakty, ktére zostaty uzyte w iteracji i — 1 moga by¢ uzyte w kolejnej iteracji
tylko w potaczeniu z faktami utworzonymi w iteracji i. Innymi stowy w poprzednich
iteracjach wykorzystane zostaty juz wszystkie kombinacje i reguty dla faktéw i — 1,
dlatego ich ponowne przetworzenie nie wniesie nic nowego. Tylko ztozenie z nowo
wytworzonymi faktami moze skutkowa¢ nowymi faktami. [RN(Q9]

m Przyktad 9.8 Rozwazmy przyktad prostej bazy wiedzy, by pokazac jak dziata

taficuchowanie progresywne. Rozwazmy nastgpujaca historyjke o wiedZminie:
Geralt mieszka w zamku Kaer Morhen. Mieszkaricy tego zamku uczq sie sku-

tecznej walki, by zostaé wojownikami. Ponadto w pewnym momencie przechodzq

oni tez probe traw. Po prébie traw, stajq sig wiedZminami.

Cel wnioskowania: Chcemy dowies¢, Ze Geralt jest wiedZminem.

209
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Zapiszmy histori¢ w logice predykatow.

Fakt F1 Mieszka(Geralt, Kaer_Morhen)

Regula R1 Vx(Mieszka(x, Kaer_Morhen) — Wojownik(x))
Regula R2 Vx(Mieszka(x, Kaer_Morhen) — Proba(x,traw))
Regula R3 Vx(Proba(x,traw) — Wiedzmin(x))

Cel G1 Wiedzmin(Geralt)

Whnioskowanie bgdzie przebiega¢ w nastgpujacych krokach:

1. Zaczynamy od znanego faktu F1 i stosujemy go z reguta R1. Zastosowanie
dedukcji i unifikacji z substytucja (x/Geralt) wyprowadza nowy fakt. Doda-
jemy nowy fakt do bazy wiedzy. Sprawdzamy czy unifikuje si¢ z G1 (linia
10 Algorytmu 14), co zakoniczytoby wnioskowanie. Nowy fakt do pisane do
KB:

F2: Wojownik(Geralt)

2. Kontynuujemy dopasowanie F1 do kolejnej reguly R2. Zgodnie z regulg

modus ponens i unifikacjq z substytucja (x/Geralt) uzyskujemy fakt:

F3: Proba(Geralt, traw)

Dodajemy nowy fakt do bazy wiedzy. Sprawdzamy czy unifikuje si¢ z G1
(linia 10 Algorytmu 14).

3. Préba zastosowania faktu F1 z regutag R3 zawodzi, gdyz przestanka tego
faktu nie pasuje do predykatu z faktu.

4. Postugujemy si¢ teraz faktem F2, ktéry nie pasuje do przestanki zadnej
z trzech regul.

5. Uzywamy faktu F3, ktory nie pasuje do predykatéw w przestankach regut
R1 i R2, ale pasuje do R3. Spetnialnos$¢ przestanki oznacza prawdziwosé
konkluzji, zatem powstaje nowy fakt, przy liScie substytucji (x/Geralt):

F4: Wiedzmin(Geralt). Dodajemy nowy fakt do bazy wiedzy. Sprawdzamy
czy unifikuje si¢ z G1 (linia 10 Algorytmu 14). Unifikacja jest pozytywna
zatem zwracamy warto$S¢ TRUE.

Dowiedlismy tym samym, ze Geralt jest wiedZminem. "

tancuchowanie regresywne

Laicuchowanie regresywne to alternatywny sposéb wnioskowania w bazach wie-
dzy. Zaczynamy od celu wnioskowania (pewnej hipotezy do udowodnia) az do
uzyskania faktu, ktéry potwierdzi dowdd. Poszukuje si¢ regul, ktérych konkluzje sa
predykatami celu wnioskowania. Z przestanki takiej reguly powstaje nowa hipoteza
do udowodnienia. Proces poszukiwania regut lub faktéw wspierajacych kolejne
hipotezy do udowodnienia jest kontynuowany do momentu znalezienia w bazie
faktu zgodnego (unifikowalnego). Przy zatozeniu, ze baza wiedzy zawiera zbidr
aksjomatéw, bedzie mozna potwierdzi¢ wszystkie zstgpne hipotezy oraz hipoteze
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pierwotna.
Ogo6lna koncepcje wnioskowania regresywnego przedstawia Algorytm 15.

Algorytm 15 Algorytm wnioskowania regresywnego [RN09]

i: function LP-WR(KB, cele, 6) > KB - baza wiedzy, cele lista hipotez (6 juz zastosowane), 6 -
lista substytucji, zwraca si¢ petna liste podstawier

2 odpowiedzi < {}

jezeli cele sa puste to

4 zwréé {0}

5 q' <+ SUBST(60,PIERWSZY (cele))

6 dla wszystkich r € KB ,gdzie STANDARYZUJ-ZMIENNE(r) = (pi A... Apn — q) 1 0" +
UNIFIKUIJ(q,q’) si¢ powiedzie wykonaj

7 noweCele « [py,...,pn | RESZTA(cele)]

8 odpowiedzi < LP-WR (KB, noweCele, POLACZ(6’,6)) U odpowiedzi

9 zwré6é¢ odpowiedzi

Gléwna cecha tego algorytmu jest wykorzystanie rekurencji. Funkcja po-
biera wszystkie cele, ktére na poczatku zawieraja gtéwna hipotez¢ do udowod-
nienia. Gdyby udato si¢ spetni¢ wszystkie cele, to rekurencja si¢ koficzy i zwraca
si¢ liste podstawieni. Algorytm operuj¢ na pobieraniu z listy hipotez pierwszej
1 w petli analizuje reszte listy hipotez. Wnioskowanie przez taficuchowanie regre-
sywne dziala jak algorytm przeszukiwania w glab. Jego ztozono$¢ pamigciowa
jest liniowa wzgledem wielko$ci dowodu. Wada algorytmu jest powtarzanie sta-
néw, co moze prowadzi¢ do nieskoniczonej rekurencji. Pomimo tego jest to gtéwna
procedura stosowane w jezykach programowania opartych na logice np. jezyku
Prolog.

m Przyktad 9.9 Rozwazmy przyklad wnioskowania regresywnego przy uzyciu
historyki i bazy wiedzy przedstawionej w przykladzie dla wnioskowania progre-
sywnego 9.8.
Whnioskowanie bgdzie przebiega¢ w nastgpujacych krokach:
1. Zaczynamy od hipotezy G1 i szukamy najpierw faktu, a potem reguly, ktéra
w konkluzji ma formule zgodng z formuta celu. Sprawdzamy kolejno: F1, R1,
R2 i R3. Pasuje regula R3. Zastosowanie unifikacji z substytucja (x/Geralt)
wprowadza nowa hipoteze G2:
G2: Proba(Geralt, traw)
2. Kontynuujemy z nowym celem G2 i szukamy faktu lub reguly, ktéra
w konkluzji ma formute zgodna z formuta celu. Sprawdzamy kolejno: F1,
R1, R2. Pasuje reguta R2. Uzyskujemy unifikacj¢ z substytucja (x/Geralt)
zyskujac nowa hipotezg G3.
G3: Mieszka(Geralt, Kaer Mohren)
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9.4.4

3. Kontynuujemy z nowym celem G3 i szukamy faktu lub reguty, ktéra
w konkluzji ma formule zgodna z formuta celu. Sprawdzamy: F1. W tym
kroku nie generuje si¢ nowego celu. Fakt F1 potwierdzil spetnialnosé celu
G3. Co oznacza, ze cel G2 i G1 maja status TRUE .

Dowiedli§my tym samym, ze Geralt jest wiedZminem. "

Jak wida¢ dow6d pomija zupelnie wykorzystanie reguty R1, czym rézni si¢
od podejscia progresywnego. Zysk jest tym wigkszy im wigksza jest liczba faktéw
poczatkowych.

Whnioskowanie z uzyciem reguty rezoluciji

Dowodzenie przez zastosowanie reguty rezolucji, prowadzi do zupetlnego algorytmu
wnioskowania z wykorzystaniem dowolnego zupelnego algorytmu wyszukiwania.
Systemy dowodzenia twierdzen oparte na rezolucji w rachunku predykatéw pierw-
szego rzedu konwertuje formule pierwszego rzgdu do formy klauzulowej przed
procedurg dowodzenia.

Postaé klauzulowa

Uzytecznos¢ formy klauzulowej polega na tym, ze upraszcza ona sktadnig¢ formut
zawartych w KB. Kwantyfikatory s pomijane, a takze czg$¢ operatorow logicznych.
Ostatecznie ma si¢ do czynienia tylko ze zbiorami formut atomowych. Prostota
formy sprawia, ze forma klauzulowa nadaje si¢ do implementacji komputerowe;j
systeméw dowodzenia twierdzen. Posta¢ klauzulowa, nazywana jest koniunkcyjna
postacig normalng (ang. Conjunctive normal form (CNF)).

Kazde wyrazenie logiki predykatéw pierwszego rzedu mozna przeksztatci¢ na
wyrazenie w formie klauzulowej, ktdre jest logicznie réwnowazne. Przeksztalcenie
na forme¢ klauzulowa obejmuje dziewigé krokow:

1. Eliminacja réwnowaznos$ci zgodnie z tautologia z listy punkt 1j) ze strony

200
2. Eliminacja implikacji zgodnie z tautologia z listy punkt 1k) ze strony 200
3. Wyprowadzenie negacji zgodnie z tautologiami z listy
(a) podwdjne zaprzeczenie, punkt 1c) (str. 200)
(b) Iprawo de Morgana, punkt 1d) (str. 200)
(c) II prawo de Morgana, punkt 1le) (str. 200)
(d) prawo de Morgana kwantyfikator ogdlny 2(a)i) (str. 200)
(e) prawo de Morgana kwantyfikator egzystencjalny, punkt 2(a)ii) (str. 200)
4. Standaryzacja zmiennych - zmienne zwiazane kwantyfikatorami powinny
mie¢ rézne identyfikatory dla kazdego kwantyfikatora (pozwoli to uniknac
dwuznacznosci przy opuszczaniu kwantyfikatora).
5. Skolemizacja: Kwantyfikatory egzystencjalne sa eliminowane przez zasta-
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pienie wyrazen w formie Vx3yA(x,y) przez VxA(x, f(x)), gdzie x to zmienna
kwantyfikowana uniwersalnie, ktérej zakres obejmuje wyrazenie A, a f jest
nowym symbolem funkcji nazywana funkcja Skolema.
6. Przeniesienie kwantyfikatoréw uniwersalnych na poczatek wyrazenia.
Usunigcie kwantyfikator6w uniwersalnych.
8. Przeksztatcenie wyrazenia na koniunkcj¢ poprzez zastosowanie prawa roz-
dzielnosci dysjunkcji wzgledem koniunkcji punkt 1m) z listy ze strony 200.
9. Wyodrgbnienie sum — klauzul poprzez rozerwanie wyrazafh na tacznikach A.
Klauzule zamykamy w nawiasy klamrowe.

™~

Witasnos¢ postaci klauzulowej:
Jezeli oryginalne wyrazenie bylo spetnialne, to jego postaé klauzulowa jest rowniez
spelnialna.

Wyjasnimy dziatanie algorytmu konwersji do postaci klauzulowej na przykta-
dzie. Rozwazmy nastgpujace zdanie: Kazda czarodziejka, ktéra zna Geralta jest
w nim zakochana, albo uwaza, ze inne kobiety, ktére kochaja si¢ w jakim§ wiedz-
minie sa naiwne. Mozliwa forma tego zdania w logice predykatow:

Vx(Czarodziej(x) A Kobieta(x) A Zna(x, Geralt) —
(Kocha(x, Geralt)V
(Vy(3z(Kobieta(y) A Wiedzmin(z) A Kocha(y,z))) —

Ocenia(x,y, naiwna))))

Dokonajmy przeksztatcenia zdania na postaé klauzulowa:

1. Eliminacja réwnowaznosci: brak jest <+— krok pomijany
2. Eliminacja implikacji

Vx(—(Czarodziej(x) A Kobieta(x) A Zna(x, Geralt)
(Kocha(x, Geralt

(Vy—(3z(Kobieta(y) A Wiedzmin(z) A Kocha(y,z))
)

Ocenia(x,y,naiwna

V
V
V

)
)

)
)

3. Wyprowadzenie negacji zgodnie z tautologiami z listy
(a) podwdjne zaprzeczenie: brak — krok pomijamy
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(b) I prawo de Morgana

Vx(—Czarodziej(x) VV —Kobieta(x) V =Zna(x, Geralt)V
(Kocha(x, Geralt)V

(Vy—(3z(Kobieta(y) A Wiedzmin(z) A Kocha(y,z)))V
Ocenia(x,y,naiwna))))

(c) I prawo de Morgana: brak zaleznoSci — krok pomijamy

(d) prawo de Morgana kwantyfikator ogélny: brak zalezno$ci — krok po-
mijamy

(e) prawo de Morgana kwantyfikator egzystencjalny, nastgpnie I prawo de
Morgana

Vx(—Czarodziej(x) V —Kobieta(x) \V =Zna(x, Geralt)V
(Kocha(x, Geralt)V

(Vy(Vz(—Kobieta(y) V =Wiedzmin(z) V —Kocha(y,z)))V
Ocenia(x,y,naiwna))))

4. Standaryzacja zmiennych: kazda zmienna zwigzana kwantyfikatorem ma
inny identyfikator — krok pomijamy

5. Skolemizacja: brak kwantyfikatora egzystencjalnego — krok pomijamy

6. Przeniesienie kwantyfikator6w uniwersalnych na poczatek wyrazenia.

VxVyVz(—Czarodziej(x) V =Kobieta(x) V —=Zna(x, Geralt)V
Kocha(x, Geralt)V
—Kobieta(y) V -Wiedzmin(z) V =Kocha(y,z)V

Ocenia(x,y,naiwna))
7. Usunigcie kwantyfikatoréw uniwersalnych.

—Czarodziej(x) V —Kobieta(x) V =Zna(x, Geralt) \V Kocha(x, Geralt)V
—Kobieta(y) V =Wiedzmin(z) V =Kocha(y, z) VV Ocenia(x, y, naiwna)

8. Prawo rozdzielnoSci dysjunkcji wzgledem iloczynu: krok pomijamy
9. Wyodrebnienie dysjunkcji, klauzul: w wyniki przeksztatcenia powstaje jedna
klauzula

{—Czarodziej(x) V —Kobieta(x) \V =Zna(x, Geralt) V Kocha(x, Geralt) v
—Kobieta(y) V ~Wiedzmin(z) V —=Kocha(y, z) V Ocenia(x, y, naiwna) }
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Transformacja na posta¢ klauzulowa dotyczy zawsze calej bazy wiedzy. Prze-
ksztalémy zatem na postaé klauzulowa wszystkie wyrazenia z tabeli 9.2 203. W
prawej kolumnie tabeli 9.3 zapisano wszystkie klauzule jako wynik transformacji.
W przedstawionym przykladzie uzyskano z kazdej formuty logicznej doktadnie
jedna klauzulg.

Tabela 9.3: Przyktadowa baza wiedzy przed i po transformacji na postaé klauzulowgq.

| Lp. | Wyrazenie logiczne (KB) Postaé klauzulowa (SKB)

1 Wojownik (Geralt) {Wojownik(Geralt) }

2 Mieszka(Geralt, Kaer Morhen) {Mieszka(Geralt, Kaer Morhen)}

3 | Vx(Mieszka(x,Kaer Morhen) — | {=Mieszka(x, Kaer Morhen) Y
Wiedzmin(x)) Wiedzmin(x) }

4 Potwor(Bazyliszek) {Potwor(Bazyliszek) }

5 | Vx(Wiedzmin(x) — | {=Wiedzmin(x) v
Mord_Na_Zlecenie(x, Bazyliszek) V | Mord_Na_Zlecenie(x, Bazyliszek) V
Obojetny(x, Bazyliszek)) Obojetny (x, Bazyliszek) }

6 | Vx(3y(Obojetny(x,y))) {Obojetny(x,S(x))} (S(x) funkcja

Skolema)

7 VxVy(Wojownik(x) A Potwor(y) A | {—=Wojownik(x) V —Potwor(y) V
Walka(x,y) — —Obojetny(x,y)) —~Walka(x,y) V =Obojetny(x,y) }

8 | Walka(Geralt, Bazyliszek) {Walka(Geralt, Bazyliszek) }

Algorytm rezoluciji

Przed oméwieniem algorytmu rezolucji rozwazmy pojecia zwigzane z automatycz-
nym dowodzeniem twierdzen.

Definicja 9.4.1 Interpretacje Herbranda
Interpretacja (lub struktura) dowolnego predykatu lub funkcji oznaczonego
symbolem o sktada si¢ z:
— niepustego zbioru |I|, nazywanego uniwersum (lub dziedzing) /,
— dla kazdej statej c predykatu/funkcji o, element ¢’ jest elementem zbioru
1.
— dlakazdej statej funkcji f predykatu/funkcji o o liczbie argumentéw n > 0,
funkcja f! to mapowanie z |I|" do |1,
— dla kazdej statej P predykatu/funkcji o, element P/ zbioru ma warto$é
{FALSE, TRUE},
— dla kazdej statej R predykatu/funkcji o o liczbie argumentéw n > 0, funk-
cja Rl mapuje z |I|* do {FALSE, TRUE}.
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Interpretacje Herbranda jest istotna w automatycznym dowodzeniu twierdzen.
Sa one definiowane dla zbioru klauzul S. Dziedzina D interpretacji Herbranda /
sklada si¢ ze zbioru terméw zawierajacych symbole funkcji i state. Symbole state i
funkcji sa interpretowane tak, ze dla kazdego skoriczonego termu ¢ utworzonego
z tych symboli, #/ jest samym termem ¢, ktéry jest elementem D. Zalézmy ze S
zawiera jednowymiarowa funkcje oznaczona symbolem F i stata oznaczona C.
Wowcza D = {C,F(C),F(F(C)),F(F(F(C))),...} iC jest interpretowane tak, ze
C! jest elementem C z D, a F jest interpretowane tak, ze F! dla termu C daje
term F(C), F! stosowane do termu F(C) z D daje F(F(C)), i tak dalej. Nie ma
ograniczen co do tego, w jaki sposéb interpretacja Herbranda I moze interpretowad
symbole predykatéw S. [HLPOS]

Zainteresowanie interpretacjami Herbranda dla dowodzenia twierdzen wynika
Z nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 9.4.1 Jedli S jest zbiorem klauzul, to S jest spetnialne wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje interpretacja Herbranda I taka, ze I = S (I jest modelem
S).

Innymi stowy jezeli S’ = TRUE

Twierdzenie to oznacza, ze do celow testowania spetnialnosci zbioréw klauzul
wystarczy rozwazy¢ interpretacje Herbranda. Prowadzi to posrednio do automatycz-
nej procedury dowodzenia twierdzen, ktdra jest oparta na weryfikacji logicznych
konsekwencji, przez wielokrotne obliczenia, dla kazdej formuty i statej. Ze wzglgdu
na wykladnicza ztozonos$¢ czasowa rozwaza si¢ inne podejscie do automatycznego
dowodzenia oparte na niespinialnosci.

Metoda dowodzenia twierdzen jest uznawana za zupelna, jesli jest w stanie
udowodnié kazda wazng formute. W przypadku testowania niespelnialno$ci, me-
toda dowodzenia twierdzen jest uznawana za zupelna, jesli moze wyprowadzic¢
falsz, czyli klauzulg pusta, z kazdego niespelnialnego zbioru klauzul. Wiadomo, ze
rezolucja ma taka wtasnosc.

Twierdzenie 9.4.2 Zbior S klauzul pierwszego rzgdu jest niespetnialny wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje sprzecznos¢ (klauzula pusta { }) wynikajaca z rezolucji
zS.

Zatézmy, ze istnieje ogdlny zbidr A aksjomatéw oraz szczeg6lna formuta F,
ktéra chee sig udowodnié. Dowdd polega na wykazaniu, ze formuta A — F jest
prawdziwa/spetnialna. W podejsSciu dowodzenia przez zaprzeczenie, wykazuje
sig, ze =(A — F) jest niespetnialna. Przez przeksztalcenie =(A — F) na form¢
klauzulowa uzyskujemy: A A =F, Ze zbioru aksjomatéw A uzyskuje si¢ zbior
klauzul S i z formuty —F uzyskuje si¢ oraz zbiér klauzul D. ZbiérF N SF jest
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niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy A — F jest wazne/prawdziwe.

Zat6zmy, ze dowodzimy formule logiczna D ze zbioru wyrazen stanowiacych
bazg wiedzy KB (innymi stowy sprawdzamy spetnialnos¢ D w KB). Przed zastoso-
waniem algorytmu rezolucji konieczne jest wykonanie nastgpujacych krokow:

1. transformacja bazy wiedzy KB na posta¢ klauzulowa normalng ze zbiorem

klauzul S

2. transformacja —D na posta¢ normalng (klauzulg) A

Nastepnie stosuje si¢ procedurg przedstawiong w postaci pseudokodu Algorytm
16.

Algorytm 16 Algorytm dowodzenia rezolucji

1: procedura REZOLUCJA(S) > S jest zbiorem klauzul

2: dopdki nie znaleziono klauzuli pustej i S nie jest pusty wykonaj
Wybierz pary klauzul z S
dla kazdej pary klauzul (C;,C,) wykonaj

5: Cresolwenta < ZastosujRezolucje(Cy,Cr)

6: jezeli Cregolwenta jest klauzula pusta to

7 zwro¢ TRUE

8 jeieli Cresolwenta C S t0

9 zwr6é FALSE

10 Dodaj Cresolwenta d0 S

1 zwroc¢ FALSE

I: function ZASTOSUJREZOLUCIJE(Cy,C>)

2 Resolventa < FALSE

3 Chowa < pusta klauzula

4 dla kazdego literatu L w C; wykonaj

5 dla kazdego literatu M w C, wykonaj

6: U <+ Unifikuj(L, M) > Préba unifikacji literatow
7 jezeli U nie jest puste to

8 L' + ZastosujSubstytucje(L,U)

9: M’ « ZastosujSubstytucje(M,U)

10 jezeli L' i M’ sa komplementarne to

11 Resolventa < TRUE

12: Cresolwenta < Cresolwenta U ZastosujSubstytucje(Cy \ {L} UC, \ {M},U)

13: jezeli Resolventa to

14 Cresolwenta < Faktoryzuj(Cresolwenta) > Usun duplikaty literaléw komplementarnych
15 ZWr6¢€ Cresolwenta
16: W przeciwnym razie
17 zwro¢ NULL > Nie znaleziono par unifikowalnych i komplementarnych literatléw

Ponizszy przyktad prezentuje sposéb dziatania algorytmy Rezolucji na prostym
wyrazeniu. Przyktad pochodzi z [HLPOS].

m Przyktad 9.10 Dana jest wazna (TRUE) formuta logiki pierwszego rzedu:
Vx3y(P(x) = O(x,y)) AVaxVy3Iz(Q(x,y) = R(x,z)) — VxIz(P(x) = R(x,z))



Logika pierwszego rzedu

Dowodzac przez sprzecznos$¢, neguje si¢ formule, co prowadzi do nastepujace;j
formy:

=[VaxTy(P(x) = Q(x,y)) AVxVy3z(Q(x,y) = R(x,z)) — Vx3z(P(x) = R(x,2))],

W nastgpnym kroku wykazaé, ze formuta jest niespetniana. Ten krok wymaga
transformacji do formy klauzulowej, co prowadzi do powstania zbioru klauzul S:

§={-P)VO(x,f(x))},{~Qx,y) VR(x,g(x,y))},{P(a) },{=R(a,2)} }.

Dowdéd z uzyciem rezolucji ze zbioru klauzul S:

K Klauzula Komentarz

1 {P(a)} wejscie

2 {=P(x)VO(x,f(x))} | wejscie

3 {0(a, f(a))} substytucja x/a i rezolucja dla 1, 2

4 1 {=0(x,y) VR(x,g(x,y))} | wejscie

5 {R(a,g(a,f(a)))} substytucja x/a, rezolucja dla 3 i 4

6 {-R(a,z)} wejscie

7 {} rezolucja 5 i 6 - sprzecznos¢ - FALSE

W kolumnie ,.komentarz” wzmianka ,,wejScie” oznacza, ze klauzula znajduje
si¢ w S. Algorytm rezolucji wyprowadzit fatsz (klauzulg pusta), wynika z tego,
ze S jest niespetnialne, co w konsekwencji oznacza, ze oryginalna formuta jest
spetnialna.

m Przyktad 9.11 Wréémy do przykladu z ksiazek o wiedZminie z tabeli 9.3 ze
strony 215. Uzyjemy zapisanych tam klauzul do udowodnienia, ze Geralt zamor-
dowal na zlecenie Bazyliszka. Do bazy klauzul dodamy zanegowana hipotez¢ do
udowodnienia czyli:

{—Mord_Na_Zlecenie(Geralt, Bazyliszek)}.
Kroki rezolucji sa kontrolowane poprzez dobieranie takich klauzul, ktére zawie-

raja komplementarne po unifikacji formuly atomowej. K w tabeli to krok algorytmu,
Klauzula pochodzi z 9.3.
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] K \ Klauzula \ Komentarz
1 | {—Mord_Na_Zlecenie(Geralt, Bazyliszek)}| hipoteza
2 {~Wiedzmin(x) V klauzula 5 z tab. 9.3
Mord_Na_Zlecenie(x, Bazyliszek) V
Obojetny (x, Bazyliszek) }
3 {—Wiedzmin(Geralt) V substytucja x/Geralt i re-
Obojetny (Geralt, Bazyliszek) } solwenta z rezolucji K1,
K2
4 {—Mieszka(x, Kaer Morhen) klauzula 3 z tab. 9.3
Wiedzmin(x) }
5 {—Mieszka(Geralt, Kaer Morhen) V substytucja x/Geralt i re-
Obojetny (Geralt, Bazyliszek) } solwenta z rezolucji dla
K3 iK4
6 {Mieszka(Geralt, Kaer Morhen) } klauzula 2 z tab. 9.3
7 {Obojetny(Geralt, Bazyliszek) } resolwenta z rezolucji dla
K5i1K6
8 {~Wojownik(x) VV =Potwor(y) V klauzula 7 z tab. 9.3
—Walka(x,y) V =Obojetny(x,y) }
9 {—~Wojownik(Geralt) V substytucja  x/Geralt i
—Potwor(Bazyliszek) V y/Bayliszek i resolwenta z
—Walka(Geralt, Bazyliszek) } rezolucji dla K7 i K8
10 {Wojownik(Geralt) } klauzula 1 z tab. 9.3
11 {—Potwor(Bazyliszek) v resolwenta z rezolucji dla
—Walka(Geralt, Bazyliszek) } K9iKI10
12 {Potwor(Bazyliszek) } klauzula 4 z tab. 9.3
13 {—~Walka(Geralt, Bazyliszek) } resolwenta z rezolucji dla
11112
14 {Walka(Geralt, Bazyliszek) } klauzula 8 z tab. 9.3
15 {} rezolucja K13 i K14 w wy-
niku uzyskijemy sprzecz-
nos¢ - FALSE

Tym samym zostalo udowodnione, ze Geralt zabit bazyliszka na zlecenie. =

Whnioskowanie poprzez stosowanie algorytmu rezolucji doprowadza ostatecz-
nie do znalezienia dowodu, jezeli on istnieje. Efektywnos$¢ algorytmu zalezy od
zastosowania odpowiedniej strategii. Doswiadczenie zdobyte podczas pracy z dowo-
dzeniem moze przyczyni¢ si¢ do lepszego zrozumienia, ktére techniki zmniejszaja
ztozono$¢ obliczeniowa. Niestety nie ma rozwigzan globalnie dobrych. Do znanych
optymalizacji naleza: [HLP08; RNO9]:

— Klauzule jednostkowe (ang. unit preference) w pierwszej kolejnoSci wybie-
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rane sa zdania proste sktadajace si¢ z pojedynczych terméw. Sprawia to, ze
resolwenty sa krétsze. Technika wymaga zastosowania tylko pojedynczego
wyrazenia, co sprawia, ze algorytm nie jest zupelny. Natomiast jest zupelny
w zbiorze klauzul Horna, o ktérych bedzie mowa w rozdziale 10.

— Dedukcja P1 opiera si¢ na zatozeniu, ze rezolucja pozytywna (wykorzystujaca
co najmniej jedna klauzulg pozytywnej, czyli taka ktéra nie zawiera zanego-
wanych terméw) jest zupetna, to znaczy, ze jesli zbior § jest niespetnialny, to
istnieje sprzecznos$¢ z S, w ktorej wszystkie rezolucje sa pozytywne.

— Hiperrezolucja jest modyfikacja rezolucji pozytywnej, w ktérej seria po-
zytywnych resolwent jest wykonywana naraz. Zat6zmy, ze C jest klauzula
majaca co najmniej jeden literal negatywny, a Dy,D;, ..., D, sa klauzulami
pozytywnymi. Ponadto C; jest resolwenta z C i Dy, C; jest resolwenta z Cy
i Dy, itd., a C, jest resolwenta z C,,_; i D,,. Zaktadamy, ze C, jest klauzula
pozytywna, ale zadna z klauzul C; nie jest pozytywna, dla i < n. Wtedy C,
nazywa si¢ hiperresolwenta C i D, D>, ..., D,. Zatem w hiperrezolucji prze-
prowadza si¢ sekwencje rezolucji pozytywnych. Hiperrezolucja jest czasami
uzyteczna, poniewaz redukuje liczbe posrednich wynikéw, ktére musza by¢
przechowywane w weryfikatorze.

— Rezolucja na wejséciu: Zazwyczaj probuje si¢ wykazac niespetnialnosé, gdy
do zbioru klauzul aksjomatéw A dodamy zanegowane wyrazenie do udowod-
nienia F' i wéwczas uruchamiamy rezolucjg. Z racji tego, ze dowodzi sig¢
F, mozna oczekiwaé, ze rezolucje obejmujace klauzule z F' beda bardziej
przydatne, poniewaz rezolucje obejmujace dwie klauzule z A sa potaczeniem
ogolnych aksjomatéw.

— Zbiory wsparcia (ang. set of support) - Jezeli chciatoby si¢ wykonywac tylko
rezolucje obejmujace klauzule z F' lub klauzule z nich pochodzace. Mozna to
osiagnaé za pomocay strategii zbioru wsparcia, jesli zbiér z F jest odpowiednio
dobrany.



10. Jezyk programowania Prolog

10.1

Prolog (ang. programming in logic) jest najpopularniejszym jezykiem do progra-
mowania w logice. Efektywnosc¢ jezyka Prolog wynika z potaczenia ograniczonej
formy logiki pierwszego rzedu oraz specyficznych strategii rezolucji i wyszukiwa-
nia.

Potgczenie sktadni Prologu z logikg predykatéw

Przedstawimy sktadni¢ jezyka Prolog wychodzac od postaci klauzulowej
w logice predykatéw pierwszego rzedu. Zalézmy, ze dana jest klauzula, w kto-
rej P; to formula atomowa pozytywna, gdzie 1 <i < n, a N; to formuta atomowa
zanegowane, gdzie 1 < j < m. x symbolicznie przedstawia argumenty relacji i
nalezy symbol utozsami¢ z lista terméw o wymiarowosci d > 0. Dokonamy ich
porzadkowania i klauzule pozytywne wyprzedza klauzule negatywne:

(P(x) VP (x) Vo VP (x)) V(=N (x) VN2 (x) V-V 2N (X))
Po zastosowaniu I prawa de Morgana uzyskamy nastgpujaca postaé zdania:

(PL(x) VP (x) V-V By(x)) V (= (N1 (x) AN2(x) A+~ AN (x))
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Przechodzac z formy sumy na implikacj¢ otrzymujemy:
(Pi(x) VP (x) V-V Py(x)) <= (N1 (x) AN2(x) A=+ ANy (x))

Wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

— A zamienimy na przecinek ,

— V zamienimy na $rednik ;

— < zamienimy na dwukropek-myS§lnik : —
i otrzymamy klauzulg postaci:

(P1(x); Pa(x);...; By(x)) : —=(N1(x),Na(x),...,Nm(x)).

Nazwijmy tg notacj¢ semiprologowa.
WprowadZmy nowe pojecie reprezentujace specjalng klasg klauzul zwanych
klauzulami Horna.
Definicja 10.1.1 Klauzula Horna to klauzula, ktéra ma co najwyzej jeden pozy-
tywny predykat. Dzieli si¢ je na:
1. Klauzule z glowa posiadajace jeden pozytywny predykat.
2. Klauzule bez glowy bez pozytywnego predykatu.

Stosujac nowa notacje, semiprologowa, klauzula Horna, ktéra moze mie¢ tylko
jedno wyrazenie pozytywne P;, co zapisujemy jako:

(P(x) : —(Ny(x),N2(x),. .., Npp(x)).

Konsekwencja tego ograniczenia jest to, ze moze nie by¢ mozliwe wyrazenie
wiedzy kluczowej dla danej aplikacji. Implikacja, ktérej konkluzja jest dysjunkcja,
nie jest wyrazalna w formie klauzul Horna. Oznacza to, na przyklad, ze nie mozna
reprezentowac reguty takiej jak ,,Jesli zdiagnozowano u Ciebie wysokie ci$nienie
krwi, musisz albo zmniejszy¢ spozycie soli, albo przyjmowac leki”, poniewaz naj-
bardziej naturalnie reprezentuje si¢ ja jako implikacj¢ z dysjunkcja w konsekwenc;ji.
Odnoszac si¢ do przyktadu o WiedZminie z tabeli 9.3 klauzula nr 5 nie jest klauzulg
Horna.

Klauzule Horna znalazty mimo to ogromne zastosowanie w jezykach progra-
mowania logicznego. Wynika to z wlasnosci tychze, ze jesli S jest zbiorem klauzul
Horna, to rezolucja jednostkowa jest zupetna.

Wracajac do jezyka Prolog, to prosty program w tym jezyku sktada si¢ ze zbioru
klauzul Horna (zbioru implikacji) w notacji semiprologowej. Program opisuje
rozwigzywany problem konstruujac:

— fakty: klauzule Horna z sama gtowa bez tresci, czyli implikacje bezwarun-

kowe oraz
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— reguly: klauzule Horna z glowa i z tredcia, czyli implikacje warunkowe.
Zgodnie z podejsciem deklaratywnym, ktére w przeciwienistwie do podej$cia impe-
ratywnego (opisujacego kroki potrzebne do osiagnigcia okreslonego wyniku), kod
Prologu opisuje logike obliczen bez ich bezposredniej implementacji. Stosowana
w Prologu strategia rezolucji to liniowa rezolucja wejsciowa, a strategia wyszuki-
wania to taficuchowanie regresywne, czgsto realizowane przez algorytm przeszuki-
wania strategia w glab (depth-first search).

Jezyki programowania w logice w tym Prolog 10.1 rozdzielone sa na dwa
funkcjonalne bloki: Baza Wiedzy, ktéra jest wlasciwym kodem Zrédtowym i Silnik
Whnioskowania, ktéry jest juz dany i z perspektywy programisty musi by¢ znany,
ale nie jest implementowany.

Prolog

Rezolucja liniowa na wejsciu

Unifikacja lista substytucji

Silnik Wnioskowania W gtab
Strategia Wyszukiwania { Backtracking
z ograniczeniami i heurystyki

Rys. 10.1: Jezyk programowania Prolog — dwa komponenty (przyktady podane sqg
we wiasciwej sktadni jezyka Prolog a nie logiki predykatéow).

Proste stwierdzenia
Fakty —<
Przyktad: jestWiedzminem(Geralt).
Baza Wiedzy
Warunkowe stwierdzenia
Reguty —<
Przyktad: polujeNa(Geralt, X) :- jestPotworem(X).

Elementy sktadni

Ponizsze podrozdziaty w sposéb syntetyczny wprowadzaja elementy sktadni Pro-
logu przedstawiajac typy danych i uzywane operatory, sposoby tworzenia faktow i
regul, oraz przejscie do trybu wnioskowania.

Typy danych i operatory

Prolog nie wymaga deklarowania typow. Typ zostaje rozpoznany na podstawie
sktadni. W programowaniu mozna wykorzystaé nastgpujace typy danych:
— atomy: state wartosci, identyfikator sktada si¢ z symboli i rozpoczyna sig
z malej litery lub jest zamknigty w apostrofy, np.: geralt, x25, x_, x_y,
’Yennefer’,
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— liczby, np.: 1, -97, 3.14, -0.000035;

— zmienne: moze przez unifikacj¢ staé si¢ dowolnym atomem, zmienna lub
struktura, identyfikator zmiennej rozpoczyna si¢ z wielkiej litery lub pod-

kreslenia, np.: X, Wynik, _x23; wyrdznia si¢ specjalng zmienna anonimowa:

—

— struktury (predykaty), ktére opisuja relacj¢ pomigdzy argumentami; pre-
dykat ma wymiarowos$¢ d > 0, ponadto wymiarowosS¢ jest stata w obre-
bie danego programu, np.: data(1, maj, 2004), kobieta(’Yennefer’),

odcinek (punkt (X,Y), punkt(X1,Y2)),par(ril,seq(r2,r3));

— listy, ktére identyfikuje si¢ po nawiasach kwadratowych i charakteryzuje
zmienna dtugos¢ oraz nie musza by¢é homogeniczne: [1, [a, X, par(X,Y)].

Tabela 10.1: Lista operatoréw arytmetycznych ilogicznych w jezyku Prolog.

Operatory arytmetyczne

Operatory logiczne

obliczen
nych)

arytmetycz-

Symbol | Opis Symbol | Opis

+ dodawanie =] czy wartoSci liczbowe
lub wyrazenia arytme-
tyczne sg rowne

— odejmowanie =\= czy wartoSci liczbowe
lub wyrazenia arytme-
tyczne sg rézne

/ dzielenie > wigksze

// dzielenie catkowite < mniejsze

* mnozenie >= wigksze réwne

Kok potega =< mniejsze réwne

mod reszta z dzielenia

is znak réwnosSci (wynik

10.2.2 Definiowanie fakiow

Fakty w jezyku Prolog:

— sa stwierdzeniami, ktére sg zawsze prawdziwe (TRUE) w kontekScie bazy

wiedzy (zatozenie o zamknigtym Swiecie),

— konkretne informacje lub asercje sa zapisywane jako pojedyncze klauzule

Horna bez tredci (implikacja bez warunku).

— zZwyczajowo nie zawieraja zmiennych (lub zawieraja zmienne, ktére sg trak-

towane jako uniwersalnie kwantyfikowane).




10.2 Elementy sktadni

Rozpatrzmy przyktad deklarowania faktéw w jezyku Prolog. Dla poréwna-
nia zostana podane interpretacje faktéw w logice predykatéw pierwszego rzedu,
a nastgpnie w sktadni jezyka (tabela 10.2). Predykaty kobieta i mezczyzna maja
jeden argument, a predykat lubi ma dwa argumenty, przy czym przyjmujemy, ze
pierwszy to podmiot relacji, a drugi argument, to przedmiot relacji.

Tabela 10.2: Przyktady faktow w jezyku Prolog.

Zdanie Logika predykatéw pierw- | Jezyk Prolog

szego rzedu
Yennefer to ko- | Kobieta(Yennefer) kobieta(yennefer).
bieta.
Triss Merigold | Kobieta(TrissMerigold) kobieta(triss_merigold).
to kobieta.
Geralt to mez- | Mezczyzna(Geralt) mezczyzna(geralt) .
czyzna.
Jaskier to mez- | Mezczyzna(Jaskier) mezczyzna(jaskier) .
czyzna.
Geralt lubi | Lubi(Geralt, Uzywac(Ironia)) | lubi(geralt,
uzywac ironii. uzywac(ironia)).
Yennefer lubi | Lubi(Yennefer, Nosic(Czern)) | 1ubi(yennefer,
nosi¢ czerf. nosic(czern)) .
Jaskier lubi pi- | Lubi(Jaskier, Pisac(Wiersze)) | lubi(jaskier,
sac wiersze. pisac(wiersze)).

10.2.3 Definiowanie regut
Reguty w jezyku Prolog:

— stuza do wyrazania zaleznosci lub implikacji migdzy r6znymi faktami;

— sarelacjami zawsze prawdziwymi w bazie wiedzy (aksjomatami);

— sgklauzulami Horna, ktére sktadaja si¢ z glowy (ang. head) i tresci (ang. body),
gdzie tre$¢ reguty okresla warunek, ktéry musi by¢ spetniony, aby gtowa byta
prawdziwa;

— moga zawiera¢ zmienne, ktére sa wigzane (unifikowane) podczas procesu
wnioskowania.

Rozwiimy baz¢ wiedzy z tabeli 10.2 dodajac trzy reguty. Beda one definiowaty

na nowo relacje 1ubi dla Gerlata, Yennefer i Jaskiera. Warto zauwazy¢, ze kazda z
regul postuguje si¢ ta samg zmienna X, co w niczym nie przeszkadza, bo zasigg
zmiennej to jedna regula lub zapytanie. Zmienne nie pamigtaja swojej wartosci po
wykonaniu wnioskowania.
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Tabela 10.3: Przyktady regut w jezyku Prolog.

Zdanie Logika  predykatow | Jezyk Prolog
pierwszego rzedu

Geralt lubi ko- | Vx(Kobieta(x) — | lubi(geralt, X) :-

biety. Lubi(Geralt, X)) kobieta(X).

Yennefer lubi | Vx(Lubi(Yennefer, x) — | lubi(yennefer, X) :-

to samo co Ge- | Lubi(Geralt, x)) lubi(geralt, X).

ralt.

Jaskier lubi to | Vx(Lubi(Jaskier, x) — | lubi(jaskier, X) :-

samo co Yen- | Lubi(Yennefer, x)) lubi(yennefer, X).

nefer.

10.2.4 Zadawanie zapytan — wnioskowanie

Whnioskowanie w Prologu rozpoczyna si¢ od postawienia hipotezy, czyli jest to
wnioskowanie regresywne. Hipoteza to jedyna wprowadzona do bazy wiedzy for-
muta bez gtowy. Jest ona wystarczajaca, by rozpoczac proces rezolucji.

Zatézmy, ze postugujemy si¢ baza wiedzy w Prologu z wykorzystaniem notacji
semiprologowej:
kobieta(yennefer):-
kobieta(triss_merigold) :-
mezczyzna(geralt) : -
mezczyzna(jaskier) : -

lubi(geralt, uzywac(ironia)):-
lubi(yennefer, nosic(czern)):-
lubi(jaskier, pisac(wiersze)):-

lubi(geralt, X) :- kobieta(X)
lubi(yennefer, X) :- lubi(geralt, X)
lubi(jaskier, X) :- lubi(yennefer, X)

Przedstawmy proces wnioskowania, gdy pytamy o prawdziwos¢ celu (ang. goal)
wnioskowania/hipotezy, ze Yennefer co$ lubi. Zapytanie w jezyku Prolog bgdzie
miato forme¢ lubi (yennefer, X). przypominajaca fakt.

Rozwazmy wlasno§¢ wnioskowania przez rezolucjg¢. Formalnie hipoteza musi
zostaé zanegowana. Zatem stosujac notacjg¢ semiprologowa, zapytanie bedzie miato
forme:

:-1lubi(yennefer, X),
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gdyz nie zawiera niezanegowanego predykatu. Posiadajac tylko jedna klauzule
Horna bez gtowy wyzwoli si¢ wnioskowanie z uzyciem rezolucji. Algorytm za-
stosuje zasadg¢ rezolucji w kolejnoSci wpisania faktéw i regut (faficuchowaniem
regresywnym) wychodzac od zapytania/hipotezy :-1lubi(yennefer, X):

1. Sklejane sa gltowy i tresci klauzul Horna o komplementarnych predykatach:

: —lubi(yennefer, X ), lubi(yennefer, nosic(czern)) : —

[X /nosic(czern)]
Wynikiem rezolucji jest pusta klauzula (bez gtowy i tresci), przy substytucji
nosic(czern) za X, bo taka unifikacja sprawia, ze obie formuty sa kom-
plementarne. Co oznacza, potwierdzenie hipotezy i udowodnienie, ze jest
prawdziwa. Wynikiem jest lista substytucji X/nosic(czern).

2. Rezolucja moze by¢ kontynuowana. W kolejnym kroku uzyta jest reguta,
ktérej gtowa jest komplementarna z hipoteza, czyli:

: —lubi(yennefer, X ), lubi(yennefer, X ) : —lubi(geralt,X)
: —lubi(geralt, X)

Reguta jest warunkowana prawdziwoScia prawej strony. W tym momencie
powstaje cel czastkowy (ang. subgoal) wnioskowania i jest on resolwenta.
Staje si¢ zapytaniem o ustalenie co lubi Geralt. Uruchamiana jest procedura
rezolucji dla celu czastkowego.

(a) Cel czastkowy jest komplementarny do faktu, co zapisujemy:

: —lubi(geralt, X ), lubi(geralt,uzywac(ironia)) : —

[X /uzywac (ironia))

Wynikiem rezolucji jest pusta klauzula przy substytucji X/uzywac (ironia),

bo taka unifikacja sprawia, ze struktury sa komplementarne. Tym sa-
mym po raz drugi uzyskuje si¢ potwierdzenie prawdziwosci hipotezy.
Wynikiem jest substutucja.

(b) Rezolucja jest kontynuowana, z zastosowaniem reguly, ktérej gtowa
jest komplementarna z celem czastkowym wnioskowania:

: —lubi(geralt, X ), lubi(geralt,X) : —kobieta(X)
: —kobieta(X)

Reguta jest warunkowana prawdziwoscia prawej strony. W tym mo-
mencie powstaje kolejny cel czastkowy wnioskowania, pytajacy kto
jest kobieta. Uruchamiana jest procedura rezolucji dla kolejnego celu
czastkowego.
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10.3

i. Rezolucja przebiega z faktem — Yennfer jest kobieta:

: —kobieta(X),kobieta(yennefer) : —

[X /yennefer]
Wynikiem rezolucji jest klauzula pusta: przy liScie substytucji
X2/yennefer, bo taka unifikacja sprawia, ze struktury sa kom-
plementarne. Otrzymano kolejny zestaw podstawien, z ktérym
hipoteza jest prawdziwa.

ii. Na podobnej zasadzie znajdowane jest rozwiazanie:

: —kobieta(X),kobieta(triss_merigold : —)

[X /triss_merigold]

W przedstawionym przyktadzie rezolucja przynosi cztery rozwigzania w postaci
listy substytucji, ktére zapewniaja, Ze zapytanie wprowadzone w formie zanegowa-
nej do bazy wiedzy skladajacej si¢ z aksjomatéw doprowadzity do klauzuli pustej

(sprzecznosci):
(1) X = nosic(czern),
(2) X = uzywac(ironia),
(3) X = yennefer,
(4) X = triss_merigold.

Cechy Prologu

Prolog wykonuje wnioskowanie z uzyciem tancuchowania regresywnego realizo-
wanego algorytmem w glab sprawdzajac klauzule w kolejnosci ich pojawiania sig¢
w bazie wiedzy.

Gtoéwne cechy jezyka Prolog to [HLPOS; RN09]:

— Bardziej restrykcyjne traktowanie zatozenia o unikalnosci nazw i zatozenia
o zamknigtym $wiecie, w konsekwencji tylko zdania zgromadzone w bazie
wiedzy sa TRUE. Przez co nie jest mozliwe udowodnienie, ze zdanie jest
fatszywe. Z tego tez powodu symbol = réwnosci terméw jest bardziej re-
strykcyjny. W Prologu jest oznaczeniem sprawdzenia mozliwos$ci unifikacji
w kontekscie faktow i statych podanych w bazie wiedzy lub zapytaniu. Brak
rownosci terméw z logiki powoduje, ze Prolog nie moze by¢ uzywany do
matematycznego dowodzenia twierdzen.

— Problem z negacja. Logiczna negacja predykatow jest zaszyta w klauzu-
lach Horna prezentujacych pojedyncza regute (poczatek rozdziatu 10). Aby
umozliwi¢ uzycie negacji zastosowano pewien wybieg. Pomaga w tym za-
tozenie o zamknigtym $wiecie, z petnym opisem uniwersum. Natomiast w
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sytuacjach, gdzie baza wiedzy jest niekompletna lub otwarta, podejscie to
moze prowadzi¢ do bigdnych wnioskow.

Procedura ta nazywa si¢ negacja przez niepowodzenie (ang. Negation as
Failure). Dziala ona tak, ze wyrazenie not P jest prawdziwe, jesli Prolog
nie moze udowodnié P. Jest to podejScie proceduralne, ale ma swoje ograni-
czenia, poniewaz opiera si¢ na niepowodzeniu dowodu, a nie na dowodzie
nieprawdziwosci.

Na przykiad, dana jest w Prologu reguta z wykorzystaniem wbudowanego
predykatu not:

wiedzmin(X) :- not czarodziej(X).

Oznacza, ze jezeli czarodziej (geralt) nie bedzie moglo by¢ dowiedzione
w bazie wiedzy, to wiedzmin (geralt) uzyska status TRUE.

W logice klasycznej, nieudowodnienie twierdzenia nie jest rOwnoznaczne z
dowodem jego falszywosci. Negacja przez niepowodzenie moze prowadzic¢
do btednych wnioskéw, szczegdlnie w sytuacjach, gdzie brak wiedzy (brak
dowodu) nie jest réwnoznaczny z fatszem. Rodzi to problemy ze zmiennymi,
gdyz nie jest mozliwe negowanie zapytania zawierajacego zmienne, ktére
nie zostaty zunifikowane. Na przyktad, zapytanie not wiedzmin(X) moze
nie dziata¢ zgodnie z oczekiwaniami, jesli X nie jest zunifikowane ze stata.

— Algorytm w giab nie jest zupelny, co oznacza, ze w pewnych sytuacjach moze
nie znaleZ¢ rozwiazania, nawet jesli takie rozwiazanie istnieje. Rekursywna
implementacja algorytmu w glab jako silnika wnioskowania w Prologu spra-
wia, ze algorytm schodzi w dét drzewa regut, eksplorujac jak najglebiej kazda
Sciezke, zanim przejdzie do nastgpne;j. Jesli drzewo zawiera nieskoficzone
Sciezki (np. w wyniku Zle napisanej reguty rekurencyjnej), algorytm moze
utknac¢ na jednej ze $ciezek i nigdy nie osiagnaé rozwiazania.

Przyklad rekurencji skonczonej

Rozwazmy zalezno$¢, wskazujaca, ze istnieje relacja pomigdzy bohaterami z
sagi o WiedZminie. Zagadnienie to mozna utozsamic z klasycznym proble-
mem sprawdzenia, czy istnienia §ciezka w grafie pomigdzy dwoma weztami.
Zaleznos¢ ta mozemy zdefiniowaé w Prologu nastgpujaco”

(Reguta 1:) znajomy( X, Y) :- zna( X, Y).
(Reguta 2:) znajomy( X, Z) :- znajomy( X, Y), zna( Y, Z).

Reguta 1 na relacje znajomy( X, Y) opisuje zaleznos¢, ze jak si¢ kogo$
Zna, to sig jest jego znajomym.
Reguta 2 na znajomy( X, Z) jest wykonywana rekurencyjnie, co wynika z
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algorytmu w gtab. Rekurencja w tym przypadku jest skoficzona, poniewaz
Reguta 1, ktéra zawsze przy wywotaniu rekurencyjnym bedzie sprawdzana
przed reguta 2 stanowi jasno zdefiniowany warunek kofica rekurencji, czyli
osiagnigcie postaci, ktéra nie ma dalszych znajomych.

PrzeSledZmy wnioskowanie przy danych faktach, ktére definiuja bezposred-
nie relacje zna migdzy Vesemirem a Geraltem oraz Geraltem a Ciri:

zna(vesemir, geralt).
zna(geralt, ciri).

Prolog przeprowadzi dowdd na: znajomy( vesemir, ciri) w nastgpuja-
cej kolejnosci:
1. Reguta 1: Sprawdza, czy Vesemir zna Ciri. Wynik: fail (nie potwier-
dzono na podstawie bazy wiedzy
2. Reguta 2: Sprawdza, czy Vesemir jest znajomym kogos, kto zna Ciri.
Sprawdzenie wymaga nastgpujacych krokéw:
(a) udowodnienia: znajomy( vesemir, Y):
i. stosujac Regule 1: Sprawdza, czy Vesemir kogo$ zna zna (vesemir,
Y)
ii. w liscie faktow jest zna(vesemir, geralt), co sprawia, ze
przy substytucji (Y=geralt) Reguta 1 uzyskuje status TRUE.
(b) udowodni¢ druga czegs¢ koniunkcji w Regule 2: zna( Y, ciri)
przy danej liscie substytucji (Y=geralt), czyli zna( geralt, ciri).
Na podstawie faktéw z bazy wiedzy uzyskujemy status TRUE.
Reguta 2, ktéra jest logicznym iloczynem ma status TRUE dla obu
predykatow, co sprawia, ze regula zostata uzyskata potwierdzona pozy-
tywnie. Tak wigc, Vesemir jest znajomym Geralta, a Geralt zna Ciri.

Przyklad rekurencji nieskonczonej

Zamienmy kolejnoscia definicje z przyktadu rekurencji skoficzonej

(Reguta 1:) znajomy( X, Z) :- znajomy( X, Y), zna( Y, Z).
(Reguta 2:) znajomy( X, Y) :- zna( X, Y).

Przy danych tych samych faktach dowodzimy prawdziwosci tego samego
zdania. Wnioskowanie przebiega nastgpujaco:
1. Reguta 1: Sprawdz, czy Vesemir jest znajomym kogo$ (Y), kto zna Ciri.
Co wymaga:
(a) udowodnienia: znajomy( vesemir, Y).Dowdd przeprowadzamy
wykorzystujac definicj¢ na predykat zna jomy:
i. stosujac Regute 1: Sprawdz, czy Vesemir jest znajomym kogos
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(Y’), ktozna Y znajomy( vesemir, Y’)
A. i znéw nastgpuje odwotanie do Reguty 1: Sprawdz, czy
Vesemir jest znajomym kogo$ (Y”), kto zna Y’ znajomy (
vesemir, Y’’)
B. i tak dalej w nieskoficzonym rozwinigciu.
Przedstawiony btad wynika z niewtasciwej kolejnosci klauzul. Pierwsza
powinna by¢ reguta nierekurencyjna.

— Prolog ma wbudowane funkcje arytmetyczne, nie wymagaja one udowodnia-
nia. Czyli uniwersum liczb i ich aksjomaty sa znane.

— Prolog pozwala na zmiang bazy wiedzy w trakcie wnioskowania. W logice
klasycznej nie jest to dopuszczalne. Moze to powodowaé zmiang wniosko-
wania, np. przez dodanie faktu, ktéry zmieni galaZ dowodowa koniczaca si¢
niepowodzeniem na koficzaca si¢ sukcesem.

— Standardowa unifikacja w Prologu nie wykonuje sprawdzenia, czy zmienna
wystepuje wewnatrz predykatu, z ktdra jest unifikowana. Moze to prowadzié
do tworzenia nieskoiczonych struktur i rekursji. Proces unifikacji moze by¢
trudny do §ledzenia i zrozumienia, szczeg6lnie dla poczatkujacych progra-
mistéw. Bledy w unifikacji moga prowadzi¢ do subtelnych btedéw w logice
programu, ktére sa trudne do zidentyfikowania i naprawienia.

10.4 Przyktady programéw

Jezyki programowania w logice reprezentuja paradygmat deklaratywny, ktéry cha-
rakteryzuja si¢ tym, ze opisuja wiedzg a nie algorytm. Celem przyblizenia ich
specyfika zostang przedstawione wybrane przyktady kodéw pochodzacych z pod-
recznikéw [Bra00; RN09].

Algorytm w gtagb

Jest to szkielet do uzycia algorytmu przeszukiwania w gtab podany w jezyku Prolog.
Postugujemy si¢ predykatem goal, gdzie za X trzeba podaé stan koricowy rozwia-
zywanego przeszukiwaniem problemu. Predykat successor (X, S) musi zostaé
zdefiniowany i opisywac funkcje generujaca kolejne stany (kolejnego potomka)
[RNO9]. Rekurencyjna procedura dfs (X) pobiera jako argument stan problemu w
wybranej formie.

dfs(X) :- goal(X).
dfs(X) :- successor(X,S),dfs(S).

Rozwigzanie problemu 8-hetmanéw

Problem n-hetmanéw jest zagadka logiczna, poszukujaca takiego uktadu hetmanéw na
szachownicy o wymiarach n X n, ze nie wystgpuja pomigedzy bierkami konflikty. Przyktad
kodu do rozwiazania problemu 8-hetmanéw (jedno z wielu rozwigzaf z [Bra00]).
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% solution( BoardPosition) jezeli
% BoardPosition jest lista nieatakujgcych sie hetmandw

solution( [] ).

% Pierwszy hetman na X/Y, pozostate wspdirzedne w liscie Others

solution( [X/Y | Others] ) :-
solution( Others),
member( Y, [1,2,3,4,5,6,7,8] ), % member - predykt wbudowany
noattack( X/Y, Others). % 1-szy hetman nie atakuje pozostatych

noattack( _, [] ). % Nie ma co atakowac

noattack( X/Y, [X1/Y1 | Others] ) :-
Y =\= Y1, % Rozne wspdirzedne Y
Y1-Y =\= X1-X, % Rozne przekatne
Y1-Y =\= X-X1,
noattack( X/Y, Others).

% Wzorzec wspérzednych do rozwigzania.
% Wspdtrzedne X sa podane kolejno jako 1/, 2/, ..., 8/

template( [1/Y1,2/Y2,3/Y3,4/Y4,5/Y5,6/Y6,7/Y7,8/Y8] ).

Cwiczenia laboratoryjne (Prolog)

Cwiczenie 10.1 Cwiczenie demonstruje podstawy sktadni jezyka Prolog:

1. Definiowanie Faktéw
Cel: Nauczy¢ si¢ definiowac fakty w Prologu.
Zadanie: Zdefiniuj fakty opisujace relacje rodzinne. Na przyktad: Adam jest rodzi-
cem Alicji.

2. Proste Zapytania
Cel: Nauczy¢ si¢ wykonywaé proste zapytania.
Zadanie: Zapytaj Prologa, kto jest rodzicem Alicji. Zapytaj kto jest matkg Alicji.

3. Definiowanie Regut
Cel: Nauczy¢ si¢ tworzy¢ proste reguly.
Zadanie:Zdefiniuj regute okreslajaca, kto jest matka, ojcem, siostra itp.

4. Rekurencja
Cel: Zrozumienie podstaw rekurencji w Prologu.
Zadanie: Zdefiniuj regute okreslajaca, czy jedna osoba jest przodkiem innej.
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5. Lista
Cel: Nauczy¢ si¢ pracy z listami w Prologu.
Zadanie: Napisz regule sprawdzajaca, czy element znajduje si¢ na licie.

6. Negacja
Cel: Zrozumienie, jak dziata negacja w Prologu.
Zadanie: Sprawdz, czy dana osoba nie jest rodzicem innej osoby.
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Biblioteka AlSearch

11.1 Wskazéwki ogdélne

Nie nalezy modyfikowaé plikéw znajdujacych si¢ w projekcie AISearch. Rozwiazanie
zawiera w sobie nastgpujace klasy:

IState.cs — interfejs zawierajacy w sobie deklaracje metod i wlasciwos$ci ktére
pdZniej beda uzywane przez klasy *Search.cs.

State.cs — klasa abstrakcyjna dziedziczaca po interfejsie IState.cs, zawierajaca
w sobie czgsciowa implementacj¢ metod i wiasciwosci uzywanych przez klasy
*Search.cs.

AlphaBetaSearch.cs — klasa abstrakcyjna implementujaca algorytm Przycina-
nie alfa-beta. W trakcie dzialania operuje na stanach implementujacych interfejs
IState.cs.

AStarSearch.cs — klasa abstrakcyjna implementujaca algorytm A*. W trakcie
dziatania operuje na stanach implementujacych interfejs IState.cs.
BestFirstSearch.cs — klasa abstrakcyjna implementujaca algorytm Best-first se-
arch. W trakcie dzialania operuje na stanach implementujacych interfejs IState.cs.
DepthFirstSearch.cs — klasa abstrakcyjna implementujaca algorytm Depth-first
search. W trakcie dzialania operuje na stanach implementujacych interfejs IState.cs.
PriorityQueue.cs — implementacja kolejki priorytetowej na kopcu binarnym po-
zwalajaca na szybkie sprawdzenie, czy dany element istnieje, oraz aktualizacjg
elementu. Uzywana w klasie AStarSearch.cs.

SimplePriorityQueue.cs — implementacja kolejki priorytetowej na kopcu binar-
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nym pozwalajaca na szybkie sprawdzenie, czy dany element istnieje. Uzywana w
klasie BestFirstSearch.cs.

Exercise

Exercise jest przyktadowym projektem, w ktérym mozna zaimplementowaé ¢wiczenia
laboratoryjne. W razie potrzeby mozna dotaczy¢ kolejne projekty. Nalezy jednak pamigtac,
aby w nowo utworzonym projekcie doda¢ referencje do biblioteki AISearch. Mozna to
zrobié¢ poprzez kliknigcie PPM na Odwotania | References w nowo utworzonym Projekcie.
Aby w nowo utworzonym pliku skorzystaé z klas znajdujacych si¢ w bibliotece AISearch,
nalezy albo odwotywac si¢ do pelnej nazwy:

AlSearch . AlfaBetaSearch alfaBeta = new
albo uzy¢ dyrektywy using przed deklaracja przestrzeni nazw:

using System;
using AlSearch;
namespace MyNamespace {

o

11.2 Wskazéwki do implementacji przeszukiwan grafowych

SudokusState.cs

Nowo utworzong pusta klas¢ nalezy zdefiniowac jako publiczna i dziedziczaca po klasie
bazowej. Klasa powinna by¢ napisana generycznie, czyli powinna pozwala¢ na reprezenta-
cje planszy sudoku dowolnych rozmiaréw n” x n*> (domyslnie n = 3) oraz zawieraé tablice
reprezentujaca stan sudoku:

using System;

using AlSearch;
public class SudokuState : State {
private readonly int n = 3;
private int[,] table;
private int GridLength {
get { return this.n % this.n; }

public int[,] Table {
get { return this.table; }
}

Wiasciwosé ID  Wiasciwosé ID jest wlasciwoscia abstrakcyjna dziedziczona po
klasie bazowej i ma na celu zwrdcenie stringu jednoznacznie identyfikujacego konkretny
stan planszy sudoku. Nie powinno dochodzi¢ do konfliktéw, czyli dwa odmienne stany
powinny posiada¢ dwie rézne wartoSci ID, natomiast dwa stany reprezentujace ten sam
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uktad na planszy, ale bgdace dwoma r6znymi instancjami klasy, powinny zwracaé t¢ sama
warto$¢ ID. Proponuje si¢ zaimplementowanie wlasciwosci w nastgpujacy sposéb:

public class SudokuState : State {

private string id;
public override string ID {
get { return this.id; }

}

gdzie private string id jest polem klasy inicjalizowanym w konstruktorze. O wlasciwo-
Sciach mozna poczyta¢ w dokumentacji: https://docs.microsoft.com/pl-pl/dotnet/
csharp/programming-guide/classes-and-structs/properties.

Metoda ComputeHeuristicGrade Metoda jest metoda abstrakcyjng dziedzi-
czona po klasie bazowej i ma na celu zwrdcenie wartosci heurystyki dla konkretnego stanu
sudoku. Aby umozliwi¢ kompilacj¢ w poczatkowej fazie prac, mozna doda¢ jedynie pusta
definicj¢ metody:

public class SudokuState : State {

public override double ComputeHeuristicGrade () {
throw new NotlmplementedException();
}

}

Docelowo metoda powinna liczy¢ heurystyke ,,liczba niewiadomych”.

Metoda Print W Kklasie nalezy réwniez doda¢ metode Print wySwietlajaca stan
sudoku na ekranie. Bezwzglednie wymaga sig, aby metoda wyswietlata stan w postaci
macierzy 9x9 w czytelny sposob, tj. wszystkie puste pola (zawierajace 0) musza by¢
zamieniane na spacje, ewentualnie nowo wstawiany stan powinien by¢ wySwietlany innym
kolorem. Metoda powinna rysowac linie oddzielajace mate kwadraty n x n. W razie potrzeby
nalezy zwigkszy¢ bufor konsoli, aby wszystkie mozliwe stany mogty zostaé wyswietlone.
Mozna zrobi¢ to rgcznie w ustawieniach konsoli albo umieszczajac w metodzie Main w
klasie Program polecenie:

Console. BufferHeight = 1000;
Do wspélpracy z konsolg stuzy klasa Console: https://docs.microsoft.com/pl-pl/

dotnet/api/system.console.

Konstruktory W klasie nie moze zabraknaé konstruktoréw. Do poprawnej im-
plementacji potrzebne beda dwa konstruktory. Pierwszy przyjmujacy string np. postaci
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“00070080000004003...” reprezentujacy poczatkowy stan sudoku. Drugi konstruktor jest od-

powiedzialny za utworzenie potomka stanu podanego w parametrze o warto$ciach podanych
W parametrze:

public SudokuState(int n, string sudokuPattern) : base() {
this.n = n;

if (sudokuPattern.Length != GridLength % GridLength) {
throw new ArgumentException(

¥

this.id = sudokuPattern;
this.table = new int[GridLength, GridLength];

for(int i = 0; i < GridLength; 4++i) {
for(int j = 0; j < GridLength; ++j) {
this.table[i, j] = sudokuPattern[i % GridLength
+ ] — 48
}
}

//obliczenie heurystyki
this.h = ComputeHeuristicGrade();

}

public SudokuState(SudokuState parent, int newValue, int x,
int y) : base(parent) {
this.table = new int[GridLength, GridLength];

//skopiowanie stanu sudoku do nowej tabeli
Array.Copy(parent.table, this.table, this.table.Length);

//ustawienie nowej warto$ci w wybranym polu sudoku
this.table[x, y] = newValue;

//utworzenie nowego id odpowiadajacemu aktualnemu
stanowi planszy

StringBuilder builder = new StringBuilder(parent.id);
builder [x*xGridLength + y] = (char)(newValue + 48);
this.id = builder.ToString();

this.h = ComputeHeuristicGrade();

Czgsci kodu :base() i :base(parent) sa odpowiedzialne za wywotanie konstruktora z
klasy bazowej. Klasa StringBuilder pozwala na efektywniejsze zarzadzanie zasobami
komputera podczas pracy z ciagami znakowymi.
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SudokuSearch.cs

Nowo utworzong pusta klas¢ nalezy zdefiniowac¢ jako publiczna i dziedziczaca po klasie
bazowej. W klasie wystarczy zdefiniowac pusty konstruktor oraz dwie metody abstrakcyjne.
Metoda isSolution zwraca informacjg, czy dany stan jest stanem konicowym. Metoda
buildChildren ma za zadanie zbudowanie potomkéw wybranego stanu. Ponizej przesta-
wiona jest podstawowa wersja metody:

public class SudokuSearch : BestFirstSearch {
public SudokuSearch(SudokuState state) : base(state) {
protected override void buildChildren(IState parent) {
SudokuState state = (SudokuState)parent;
//poszukiwanie wolnego pola
for (int i = 0; i < SudokuState.GRID_SIZE; ++i) {
for (int j = 0; j < SudokuState.GRID_ SIZE; ++j){
if (state.Table[i, j] = 0) {
//wstawianienpotomkow w wolne pole
for (int k =1; k <
SudokuState.GRID_SIZE + 1; ++k) {
SudokuState child = new
SudokuState(state , k, i, j);
parent. Children .Add(child);

}

}

return ;
}
b

protected override bool isSolution(IState state) {
return state.H = 0.0;
}

}

Rozwazmy sobie stan reprezentujacy plansze sudoku, ktéra ma nastgpujaca postac:

—_

1
O 1
A

Jako stany potomne ww. planszy rozumiemy nastgpujace plansze sudoku:

Nalezy mie¢ na uwadze, ze w ww. przyktadzie nie wszyscy utworzeni potomkowie
beda poprawnymi stanami gry sudoku. W niektérych z nich nowo wstawiona cyfra w
polu (i, j) bedzie juz wystgpowata w danym wierszu, kolumnie lub matym kwadracie.
Tego typu stanom metoda ComputeHeuristicGrade powinna nadaé¢ warto$¢ heurystyki
réwnga +oo (double.PositiveInfinity). Potomkéw mozna generowaé w oparciu o inne
pole (i, j), a w przypadku bardziej skomplikowanych heurystyk jest to wymagane. Uwaga!
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11.3

potomkdéw zawsze podpinamy w jedno puste pole, dlatego kazdy ze stanow bedzie posiadat
maksymalnie tylko 9 potomkéw.

Program.cs
Klasa Program. cs zawiera metode Main. W niej nalezy wy$wietli¢ kolejne stany Sudoku
prowadzace do rozwiazania. Mozna zrobi¢ to w nastgpujacy sposob:

static void Main(string[] args) {
//sudoku powinno zawiera¢ 8l cyfr
string sudokuPattern =

SudokuState startState = new SudokuState(sudokuPattern);
SudokuSearch searcher = new SudokuSearch(startState);
searcher.DoSearch();

IState state = searcher.Solutions[0];
List<SudokuState> solutionPath = new
List <SudokuState >();

while (state != null) {
solutionPath .Add((SudokuState)state);
state = state.Parent;

}

solutionPath . Reverse();

foreach (SudokuState s in solutionPath){
s.Print();

}

Wskazéwki do implementacji gry Connect4

Connect4State.cs

Nowo utworzona pusta klase nalezy zdefiniowac jako publiczna i dziedziczaca po klasie
bazowej. Nalezy zaimplementowaé wlasciwos¢ ID, ktdra ma na celu zwrdcenie stringu jed-
noznacznie identyfikujacego konkretny stan planszy. Nie powinno dochodzi¢ do konfliktéw,
czyli dwa odmienne stany powinny posiada¢ dwie r6zne wartosci ID, natomiast dwa stany
reprezentujace ten sam uklad na planszy, ale bedace dwoma réznymi instancjami klasy,
powinny zwracaé t¢ sama warto$¢ ID.
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Konstruktory Do poprawnej implementacji potrzebne beda dwa konstruktory.
Pierwszy tworzacy pusta planszg Connect4. Drugi konstruktor jest odpowiedzialny za
utworzenie potomka stanu podanego w parametrze o wartosciach podanych w parame-
trze. Ponizej przedstawiono fragmenty kodu wymagane w drugim konstruktorze, ktére sa
niezbedne do poprawnego dzialania programu.

public Connect4State(Connect4State parent,
niezbedne parametryx*/) base(parent) {
//reszta implementacji

/*pozostate

//ustawienie
this.id =
//ustawienie ,
stan.
this.depth =

stringu identyfikujacego stan.

na ktorym poziomie w drzewie znajduje sie

parent.depth + 0.5;

//Bardzo wazne. Nie ustawiany na czubek drzewa, z
ktérego budujemy stany, tylko 'na pierwsze pokolenie
stanéw potomnych .

if (parent.rootMove = null) {

this.rootMove = this.id;
else {
this.rootMove = parent.rootMove;

//Dodanie stanu do potomkéw stanu
parent. Children.Add(this);

rodzicielskiego

ComputeHeuristicGrade i przykladowa heurystyka Metoda ma na celu
zwrécenie wartosci heurystyki dla konkretnego stanu planszy Connect4. Przyktadowa
heurystyka moze mie¢ nastgpujaca postaé. Pojedynczy stan jest punktowany za 1 punkt,
dwa stany z rzedu (w pionie, w poziomie i po skosie) jako 4 punkty, 3 stany z rzedu jako 16
punktéw.

liczba stanéw pod rzad | gracz maksymalizujacy | gracz minimalizujacy
1 stan 1 -1
2 stany 4 —4
3 stany 16 —16
4 stany ) —oo

Rozwazajac przyktadowa planszg Connect4:
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o | X
X (8]
X | X (o]

1 zaktadajac, ze ,,x” jest graczem maksymalizujagcym a ,,0” minimalizujacym, plansze
mozemy oceni¢ w nastgpujacy sposéb: gracz Max zbierze 24 punkty (2 dwdjki i 1 tréjka),
a gracz Min zbierze -8 punktéw (2 dwdjki). Dlatego ocena heurystyczna tego konkretnego
stanu planszy wynosi 24 — 8 = 16, czyli przewage posiada gracz maksymalizujacy. Jest
to jedynie propozycja heurystyki — student moze i powinien zaproponowaé wlasna.
W finalnej heurystyce mozna uwzgledniaé nastgpujace rzeczy: preferowanie centrum niz
bokéw (lub odwrotnie), bliskosé do sufitu, itd. Uwaga! w pierwszej kolejnosci upew-
nij si¢, ze metoda zwraca odpowiednie ,,nieskonczonosci” (double.PositiveInfinity,
double.NegativeInfinity) dla stanéw zwycigskich.

Connect4Search.cs

Nowo utworzong pusta klas¢ nalezy zdefiniowac jako publiczna i dziedziczaca po klasie
bazowej oraz zaimplementowa¢ metody abstrakcyjne. W klasie wystarczy zdefiniowad
pusty konstruktor:

public Connect4Search(1State startState, bool

isMaximizingPlayerFirst , int maximumDepth)
base(startState, isMaximizingPlayerFirst , maximumDepth)
{1}

Parametry s nastepujace:
— startState — wybrany stan planszy Connect4, dla ktérej chcemy wykonac algorytm
alfa-beta w celu znalezienia kolejnego ruchu,
— isMaximizingPlayerFirst — okresla, ktéry z graczy zaczyna rozgrywke,
— maximumDepth — definiuje gtgbokos¢ przeszukiwania w drzewie.

buildChildren Metoda ma za zadanie zbudowanie potomkéw wybranego stanu.
Rozwazajac nastgpujacy stan:

o X
X
X X (6]

i zaktadajac, ze kolejny jest ruch gracza ,,0”, stany potomne begda miaty postac:
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o) 0| X 0| X
X |0 oO| X |O X |0
O| X |X X|O0 X| X |0 (0)

MovesMiniMaxes Jest to whasciwosé, ktéra po kazdym wywotaniu metody DoSearch
zawiera w sobie stany zwrdcone przez algorytm wraz z wartoScia przypisanej im heury-
styki. Ze zbioru nalezy wybraé stan o najwigkszej wartoSci heurystyki w przypadku gracza
Max lub najmniejszej wartosci heurystyki w przypadku gracza Min. W celu przeszukania
kolekcji mozna postuzy¢ si¢ petla foreach:

foreach (KeyValuePair<string , double> kvp in
this.MovesMiniMaxes) {

/...

Program.cs
Klasa Program. cs zawiera metode Main. W metodzie nalezy zaimplementowaé rozgrywke
pomigdzy cztowiekiem a sztuczna inteligencja. Rozgrywka powinna odbywac si¢ wedtug
nastgpujacego schematu:
1. po wykonaniu ruchu przez cztowieka stan powinien zosta¢ podany w konstruktorze
klasy Connect4Search,
2. wywotanie metody DoSearch (dzialania algorytmu alfa-beta),
3. wybranie najlepszego stanu z wlasciwosci MovesMiniMaxes oraz wySwietlenie go
uzytkownikowi,
4. wykonanie ruchu przez uzytkownika.
Oczywiscie po kazdym ruchu nalezy sprawdzaé, czy dany gracz nie wygral. W przypadku
wykorzystania stanu w kolejnym ruchu jako stanu poczatkowego, nalezy pamigtaé o tym,
aby wyczysci€ pola this.parent, this.rootMove oraz this.depth.
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